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RESUMO
Na presente dissertação é abordado o problema bidimen 
sional elíptico de uma descarga térmica em um lago de geometria 
variável, levando-se em consideração a geometria irregular do 
fundo do domínio através da realização de médias das variáveis 
na profundidade.
As equações governantes do problema são transforma - 
das de um sistema coordenado cartesiano para um sistema coorde­
nado não ortogonal, gerado este, a partir da solução de um sis­
tema elíptico de equações. Aplica-se o método dos volumes fini­
tos onde as equações governantes são discretizadas no plano 
transformado.
Com a utilização de balanços para todos os volumes 
elementares as condições de contorno são incorporadas nas equa­
ções algébricas.
0 modelo numérico é testado resolvendo-se o problema 
hidrodinâmico de um canal com expansão suave, usando-se malhas 
não ortogonais. Outro teste hidrodinâmico é feito em um canal 
incorporando as profundidades constantes e variável do domínio, 
para verificação da equação da conservação da massa. Este tes­
te tem o objetivo de verificar a correção do programa com rela­
ção a variável profundidade.
Por último, o modelo é aplicado na solução do proble­
ma da descarga de um jato quente em um lago com profundidade va 




The thermal discharge problem in lakes and rivers is 
analyzed using a two-dimensional elliptic model where the ba­
thymetry is taken into account performing an averaging of the 
variables in the vertical direction. The arbitrary shape of the 
shoreline is considered using a conforming boundary coordinate 
system. Buoyance effects are not taken into account, so the 
solution is valid for shallow waters with thermal discharges 
having a large densimetric Froude number.
The model transforms the governing equations from the 
Cartesian coordinate system to a general curvilinear coordina­
te system in whose system the equations are discretized using 
the finite volume method. Boundary conditions are incorporated 
in the algebraic equations by applying the conservation equa­
tions for the boundary elemental volumes. The resulting model 
is, therefore, fully conservative.
To test the model, suitable fluid flow problems are 
solved and the results compared with the ones available in the 
specilized literature. To demonstrate the generality, the
thermal discharge into a lake is simulated and the results com­





Relacionados aos avanços tecnológicos dos processos 
industriais encontram-se, hoje em dia, os problemas que são de­
vidos âs descargas de poluentes em rios e lagos, por descargas 
contínuas de despejos ou contaminantes liberados acidentalmente, 
bem como os problemas oriundos de descargas de jatos térmicos, 
provocados por usinas térmicas e nucleares que utilizam corpos 
d'agua para resfriamento de seus condensadores.
Tanto a descarga de poluentes como o fenômeno térmico 
provocam danos no ambiente local; devido â existência dos efei­
tos de difusão e convecção de massa, o poluente e a descarga 
térmica se propagam em um certo raio de ação, o que poderá afe­
tar seriamente o local, do ponto de vista ecológico, sabe-se 
que a fauna depende das mudanças de temperatura, e- 
xistindo organismos que morrem devido a pequenos aumentos de 
temperatura. Em alguns casos pode ocorrer uma migração comple­
ta de certas espécies ou, o que é geral, um sério ataque ao me­
tabolismo aquático,
A consideração destes problemas se reflete na legisla 
ção ambiental, tentando-se formular um conjunto de procedimen­
tos e normas, e grandes esforços são realizados com o propôs^ 
to de assegurar que não haja prática de descargas em rios ou la 
gos sem atenção ao objetivo de proteger o meio ambiente de uma
2maneira socialmente benéfica, de acordo com as condições natu­
rais do lugar.
Pela existência desta grande variedade de problemas 
é que se faz necessário conhecer as condições de fluxos, o cam­
po de temperatura e de concentrações produzido pelas descar­
gas .
£ importante que técnicas consistentes sejam usadas 
para prever a distribuição de temperatura do corpo da água re­
ceptor em função das condições locais. Assim é que, para o estu 
do deste fenômeno, centrando-se o interesse em conhecer os cam 
pos de velocidade e temperaturas, faz-se de uma modelação que 
envolve um sistema de equações diferenciais parciais não linea­
res acopladas, onde se encontram as equações . de continuidade, 
quantidade de movimento e energia. Estas equações diferenciais 
são resolvidas através de técnicas numéricas cuja formulação, 
no presente trabalho, é baseada no método dos volumes finitos, 
chegando-se a um conjunto de equações algébricas com a conse­
qüente aproximação de cada equação diferencial.
Como os rios e lagos possuem geometrias irregulares, 
é conveniente utilizar sistemas de coordenadas, cujas linhas 
adaptam-se às fronteiras do domínio. Deste modo as condições de 
contornos ficam definidas exatamente nas linhas de fronteira, 
com a vantagem de se evitar interpolações, o que aconteceria 
caso um outro sistema de coordenadas fosse utilizado.
Nesta dissertação portanto, faz-se uso de sistemas 
de coordenadas generalizadas, em função das geometrias comple­
xas e variadas dos rios e lagos.
0 tipo de malha selecionada tem conseqüências impor -
3tantes, relativas a flexibilidade, precisão e generalidade do 
côdigo computacional que se deve usar para resolver as equa­
ções.
E importante, por exemplo, considerar a vantagem das 
malhas coincidentes com a fronteira sobre as cartesianas ou ou­
tro sistema ortogonal para geometrias variadas; no caso carte - 
siano, consideram-se pontos que não são de interesse para o pro 
blema, como é indicado na Figura 1, acarretando um maior tempo 
de CPU e falta de generalidade ao modelo.
Figura 1 - Domínio com malha adaptada ã geometria, e malha orto 
gonal.
Devido a importância do estudo da descarga de jatos 
em corpos da ãgua, tanto do ponto de vista ecolõgico como técn:i 
co na fase de concepção dos projetos de usinas, a presente dis­
sertação aborda este tema.
Na realidade, embora os problemas de descargas de ja­
tos nos corpos da ãgua sejam tridimensionais, existem situações 
onde um modelo bidimensional com médias na profundidade pode 
ser utilizado, levando-se em consideração que estes modelos po_s 
suem uma menor complicação numérica e um menor tempo de CPU. De
4maneira que, tendo domínios de águas não profundos, é possível 
omitir, das equações básicas tridimensionais, a equação que 
identifica as profundidades, chegando-se a ter um sistema de e- 
quações bidimensionais com as condições de contorno definidas 
no fundo e topo do domínio, incorporadas ã equação diferencial.
0 modelo bidimensional a ser desenvolvido nesta dis­
sertação ê utilizado com melhor resultado em rios ou lagos pou­
co profundos, e, por conseguinte, tem uma maior validade para o 
caso de águas rasas | 9 |. 0 modelo matemático deste trabalho é 
testado resolvendo-se o problema do escoamento laminar em um ca 
nal com expansão, conforme Napolitano [15|. Um teste qualitat^ 
vo também é realizado para um canal com profundidade constante 
com jatoe com perda de calor na superfície.
Finalmente, compara-se o modelo deste trabalho, basea 
do no modelo matemático de Raithby |13 |, com o caso apresenta­
do por Elliott|l4|, do qual mais detalhes são apresentados na 
prõxima seção.
Uma análise dos modelos existentes e também da utili­
zação dos modelos bidimensionais é feita a seguir na revisão 
bibliográfica.
1.2 - Revisão Bibliográfica
No que diz respeito a soluções de problemas de convec 
ção forçada em geometria arbitrária, com previsão de descargas 
térmicas, são de grande interesse os trabalhos de Dunn et 
al. 11 1 e Jirka et al. |2|, como pioneiros na área.
5Dunn et al. |1| concluem que o modelo apresentado é 
so uma estimativa geral à solução do problema, concluindo que 
os modelos numéricos seriam promissores no futuro. Nesse arti­
go trata-se da utilização de um sistema cartesiano de coordena­
das, onde talvez a mais séria limitação do modelo era o alto 
custo computacional requerido para a solução.
Ainda quanto a modelos com descargas térmicas.McGuirk 
§ Rodi I3 | desenvolvem uma técnica numérica, obtendo uma maior 
precisão. 0 modelo é resolvido tridimensionalmente, fazendo-se 
uma aproximação hidrostática não considerando os efeitos das 
tensões no fundo. Os modelos são comparados com resultados expe 
rimentais. Igualmente o trabalho de Policastro $ Dunn |4|, re­
sume vários modelos numéricos que, utilizando um sistema carte­
siano de coordenadas sobre problemas de descargas térmica, uti­
lizam um modelo algébrico de turbulência. Os diferentes modelos 
numéricos analisados, apresentam diversas situações físicas. Vã 
rios modelos são testados com dados experimentais. Já os auto­
res recomendam o desenvolvimento numérico para estabelecer um 
conjunto de problemas para descargas térmicas, onde certos ca­
sos hipotéticos simples podem ser resolvidos por teste de cer­
tos algoritmos. Igualmente problemas mais complexos podem ser 
comparados com dados de laboratórios, de alta confiabilidade.
Um aporte importante no desenvolvimento de descargas 
térmicas é devida a Raithby § Schnneider |5|. 0 modelo, na sua 
formulação, resolve a equação de movimento vertical como parte 
do conjunto de equações governantes. Esta representa uma grande 
diferença entre este modelo e o apresentado por McGuirk 5 Ro­
di |3 |, já que ambos são cartesianos tridimensionais * onde os
6efeitos das flutuações são levados em consideração. Outras di­
ferenças entre os dois modelos é que |5| inclui um conjunto mais 
completo de tensões turbulentas e o método de discretização em 
diferenças finitas utilizado. Os resultados são comparados com 
|3 I e com dados experimentais sobre uma descarga térmica injeta 
da desde um canal de dimensões variáveis.
Para os casos de rios ou lagos pouco profundos encon- 
tram-se os trabalhos apresentados no relatõrio da Environmental 
Protection Service 1977, onde são comentados três modelos 
numéricos bidimensionais, dois em diferenças finitas, de Edin- 
ger et al. |6 1 e Yeh et al. |7 |, e um em elementos finitos, a- 
presentado por Loziuk et al. |8 |- 0 melhor modelo testado (rela 
tados a dados experimentais) é o |6 |, por considerar a batime- 
tria do domínio, além de considerar efeitos do vento 
e perda de calor na superfície, que os outros dois modelos tam­
bém consideram. As equações são resolvidas no sistema cartesia 
no para todos os casos. 0 modelo 1 6 j é recomendado para uso ge­
ral por determinar campos de temperaturas para descargas térmi­
cas em rios ou lagos pouco profundos.
Em condições similares encontra-se o modelo de Vasi- 
liev I 9 I; analisa-se um modelo numérico bidimensional para des 
cargas térmicas em corpos de águas. Neste caso são consideradas 
as tensões do fundo, que são avaliadas pela formula de Chezy, 
utilizadas em canais. 0 autor desenvolve as equações e testa 
com dados experimentais de um canal, encontrando resultados mui 
to bons. Igualmente neste trabalho se recomenda o uso de siste­
mas bidimensionais para solução de problemas com águas rasas, 
pela experiência comprovada.
Um modelo simplificado puramente bidimensional foi 
desenvolvido por Tribess $ Maliska |l0|: nele não ê considerada 
a profundidade do domínio, mas aborda-se o problema para geome­
tria variável pelo uso de coordenadas naturais.
Considerando-se modelos numéricos tridimensionais
mais recentes, encontra-se o trabalho de Elliott Ç Raithby j 11 |, 
onde modelos em diferenças finitas são desenvolvidos, conside - 
rando as altas irregularidades do fundo e as ações do vento a- 
tuando convectivamente na superfície. 0 modelo apresenta boas 
qualidades quanto âs comparações com as medições feitas. São uti^  
lizadas malhas ortogonais cartesianas a nível de superfície e 
não ortogonais no sentido vertical. Igualmente o modelo de 
Raithby § Elliott |12| ê similar ao |ll|, do ponto de vista da 
formulação, com a grande diferença de que neste caso são usadas 
coordenadas para uma geometria complexa. Ou seja, trata-se o 
problema em coordenadas naturais, adaptando-se â geometria do 
domínio físico, o que é usado no presente trabalho.
Como já foi citado, o modelo matemático de Raithby 
j1 3 | , em coordenadas generalizadas, é usado para comparar o pro­
blema de uma descarga térmica em um lago, tal como apresentado 
por Elliott 1141 ; embora este seja um modelo tridimensional, po 
demos fazer uma análise qualitativa com o modelo bidimensional 
abordado nesta dissertação, onde são levadas em consideração as 
profundidades do domínio, sabendo-se que os modelos bidimensio­
nais são eficazes para domínios de águas pouco profundas. 
0 modelo |13| é um importante problema para teste, funcionando 
como apoio nas condições de contorno, que foram utilizadas nes­
te trabalho.
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81.3 - Perfil da Dissertação
A seguir são apresentados os diferentes capítulos que 
formam a presente dissertação.
CAPÍTULO 2 - FORMULAÇÃO DO PROBLEMA. Nesse capítulo é apresenta 
da a formulação do problema a se desenvolver neste trabalho. 
São apresentadas as equações governantes no plano cartesiano, 
com suas hipóteses simplificativas, e em seguida um breve co­
mentário sobre a formulação "incompressível".
CAPÍTULO 3 - GERAÇÃO DO SISTEMA DE COORDENADAS. São apresenta - 
das as técnicas de geração de sistemas naturais de coordenadas. 
Mostram-se as transformações do sistema natural de coordenadas 
para um sistema de coordenadas usado na discretização dos domí­
nios, onde são obtidos os resultados numéricos. Analisam-se as 
funções usadas no controle de espamento entre as linhas e pon­
tos coordenados,
CAPÍTULO 4 - TRANSFORMAÇÃO DAS EQUAÇÕES GOVERNANTES. Nesse ca­
pítulo são colocadas as transformações das equações diferen­
ciais parciais governantes do problema. Elas são levadas de um 
sistema cartesiano para um sistema genérico de coordenadas, mos 
trando-se a manutenção da forma conservativa da equação gover - 
nante. Discute-se o uso das velocidades cartesianas como variã 
veis dependentes.
CAPÍTULO 5 - MÉTODO DOS VOLUMES FINITOS APLICADO ÃS EQUAÇÕES GO 
VERNANTES NO PLANO TRANSFORMADO. A finalidade desse capítulo ê
9a obtenção das equações discretizadas a nível de volumes fini­
tos, a partir das equações governantes no plano transformado. 
Mostra-se a disposição das variáveis dependentes na malha a ní­
vel de volume elementar para uma variável genérica. Usam-se a- 
proximações numéricas para obtenção das equações governantes 
discretizadas na formulação u-v.
CAPÍTULO 6 - ESQUEMA NUMÉRICO DE SOLUÇÃO. São apresentados os 
distintos arranjos para a disposição das variáveis. Posterior - 
mente é descrito o procedimento de solução das equações discre­
tizadas no volume de controle finito, mostrando-se a formulação 
U-V. Descreve-se ainda o método PRIME, que, mediante a obtenção 
da equação da pressão, atualiza esta e corrige os campos das ve 
locidades.
CAPÍTULO 7 - CONDIÇÕES DE CONTORNO. Nesse capítulo são introdu­
zidas as condições de contorno em todo o domínio transformado, 
que, com o uso das equações governantes, dão solução ao proble 
ma. São analisadas as diferentes condições de contorno inclusi 
ve com emprego de volume fictício. Aplicam-se os balanços de 
conservação a nível de volume elementar para incorporar as con­
dições de contorno.
CAPÍTULO 8 - RESULTADOS. Nesse capítulo são mostrados os resul­
tados obtidos numericamente, Primeiramente são apresentados os 
resultados para solução de problemas em convecção forçada hidrc) 
dinâmico resolvendo-se o problema em um canal com expansão sua 
ve com o uso de malhas não ortogonais, São comparadas as várias 
soluções existentes. Posteriormente é mostrado o teste hidrodi-
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dâmico em um canal com profundidade unitária para logo dar uma 
profundidade variável linearmente, sendo testadas as velocida­
des de acordo com a conservação da massa.
Do ponto de vista térmico mostram-se os efeitos pro­
duzidos em um canal de geometria variável por uma descarga de 
jato quente, com perda de calor na superfície. Na parte final ê 
resolvido o problema de uma descarga térmica aplicada a um lago 
de geometria variável, levando-se em conta a sua profundidade; 
usam-se malhas não ortogonais na solução, e comparam-se os re­
sultados relativamente a um modelo tridimensional.
CAPÍTULO 9 - CONCLUSÕES. Esse capítulo indica as conclusões
principais obtidas no transcurso desta dissertação, bem como 
propõe algumas sugestões para futuros trabalhos relacionados 





Neste capítulo formula-se o problema para determina­
ção do campo de temperatura provocado pela descarga térmica em 
um rio ou lago. Como jã se comentou, o fenômeno ê tratado bidi- 
mensionalmente com médias das variã.veis na profundidade.
São introduzidas as equações diferenciais parciais e£ 
critas em coordenadas cartesianas numa forma conservativa para 
um campo escalar <j> genérico. Estas equações representam a con­
servação da massa, a conservação da quantidade de movimento 
nas duas direções e da energia. Consideram-se também alguns as­
pectos sobre a chamada formulação "incompressível".
2.2 - Formulação do Problema
0 problema de interesse, é o da convecção forçada bi­
dimensional elíptica em um lago de geometria variável, que é 
afetado pela descarga térmica de um jato quente em fluxo 
cruzado, em regime permanente, onde são tomadas em con 
sideração as profundidades variáveis,, como mostra a Fi­
gura 2,
Apesar de ser um problema bidimensional ele leva em 
consideração a profundidade variável do lago, o que nos fornece
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Figura 2 - Domínio físico do problema da convecção forçada bi­
dimensional em geometria variável.
rã os valores médios dos campos de velocidades e temperaturas. 
Por outro lado.considera os efeitos de atrito do fundo e da su­
perfície do lago através de especificações de tensões de ciza- 
lhamento adequados. Além disso, pode ser considerada a perda de 
calor por convecção para o ar devido ã velocidade do vento a- 
tuando sobre toda a superfície do lago.
As considerações simplificativas do problema serão 
tratadas na prõxima seção; as condições gerais de contorno, no 
Capítulo 7; as condições mais particulares, por sua vez, no Ca­
pítulo 8, onde se mostrarão especialmente os resultados.
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2.3 - Equações Governantes do Problema no Sistema Cartesiano
Considera-se ura volume de controle elementar corres 
podente ao domínio do lago no sistema cartesiano x-y, analisa­
do para uma variável <j> genérica.
Figura 3 - Volume elementar no domínio físico para efetuar os 
balanços de conservação a nível de uma variável <j> ge^  
nérica.
Realizando-se os balanços de massa, quantidade de mo­
vimento e energia sobre o volume de controle elementar mostrado 
na Figura 3, e observando-se as seguintes hipóteses simplifica- 
tivas:
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a) Regime laminar ou turbulento com = constante
b) Forças de campo nulas em ambas as direções
c) Escoamento incompressível
d) Fluido newtoniano e homogêneo
e) Massa específica, viscosidade, calor específico, 
condutividade térmica e demais propriedades do
fluido constantes
f) Sem geração de calor
g) Sem dissipação viscosa,
obtêm-se as seguintes equações governantes, que estabelecem o 
modelo matemático do problema bidimensional;
Continuidade
£ ( p u d )  + A Cpvd) = o ( 2 . 1 )
Quantidade de movimento em x
(2 .2)
Quantidade de movimento em y




^ C p T d )  ♦ A (puTd) „ ^ (pvTd) . ^ (A d |Ij +
p
9 ( k j 9l\ + fn T 1\ 1 ,» ...
sy(H-d * F + S V  C2-4)
Onde u, v, P e T, representam seus valores médios na profundi^ 
dade do lago.
Os termos SU e SV , nas equações de movimento, são os 
termos fontes correspondentes às forças de campo nas direções 
x-y, que são nulas por hipótese, jã que a força de campo devida 
â gravidade atua em um plano perpendicular ao escoamento.
Os termos fontes SpU e SgU representam as forças pe­
la unidade de ãrea na direção x causadas pelo atrito no fundo 
do lago e pelo atrito com o vento na superfície, respectivamen­
te. Similar definição é valida para os termos fontes SpV e SgV , 
representando forças pela unidade de ãrea na direção y, causa­
das pelos mesmos fenômenos no fundo e na superfície. Na equação
T T - ~
da energia os termos fontes Sp e Sg sao os efeitos de difusão
no fundo e na superfície do lago, respectivamente.
As equações acima também podem ser obtidas fazendo-se 
a integração das equações tridimensionais sobre a coordenada z.
É importante mencionar que, mesmo quando estamos in­
teressados no regime permanente, os termos transientes são man­
tidos nas equações de movimento e energia para fins de avanços 
iterativos.
Fazendo uma analise das Equações (.2.1) a (2.4) pode-
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se reescrevê-las de acordo com a seguinte equação genérica no 
plano cartesiano |16|, |17|
dq + 9E + 3F + p(p _ 3R + 3S + n  r-»
3t 3x 3y 3x 3y . 1
com
q = pd<j> (2.6)
E = pdu<{> (2.7)
F = pdv<J> (2.8)
R = r ^ d  (2.9)
S = r ^ d  (2.10)
e termo fonte.
O valor da grandeza representa o coeficiente de 
transporte difusivo para as equações de movimento e energia. 
Desta forma, ê igual ã viscosidade absoluta para as equa­
ções de movimento e igual a relação entre a condutividade térmi. 
ca e o calor específico do fluido a pressão constante para a 
equação da energia.
Examinando a equação genérica (2.5) conclui-se que:
a) Ela representa a equação da conservação da massa quando 
e são nulos e <|> toma o valor 1.
b) As duas equações de movimento nas direções x-y são obtidas
17
fazendo <j> igual a u e v respectivamente com os termos de
pressão e os termos fontes adequados.
c) A equação da energia ê também obtida fazendo <J> igual a T, 
com o termo de pressão nulo e o termo fonte adequado.
Na Tabela 1 apresentam-se as grandezas S^ , e 
para as equações governantes.
















S* 0 s u + s u s v v  + sqvF S
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O
Para completar a formulação do problema é necessário 
identificar a variação de p por dispor de quatro equações com 
cinco incógnitas, como indicado anteriormente. Se p varia con­
sideravelmente com P e T, então uma equação de estado relacio - 
nando ambas as variáveis provê a relação adicional necessária, 
onde esta equação determina a pressão e a continuidade ê uma 
equação para a massa específica.
Se p varia muito pouco com a pressão, mas varia sig­
nificativamente com a temperatura, como pode acontecer no pre­
sente caso, a equação de estado P = P(p,T) não pode ser usada
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para determinar P, porque pequenos erros cometidos no cálculo 
de massa específica, via equação de continuidade, provocam gran 
des erros em P, calculado via equação de estado. Com este campo 
de pressões errados nas iterações sucessivas poderão ser produ­
zidas grandes instabilidades na solução numérica. Como a massa 
específica não depende da pressão, mas so da temperatura calcu­
lada pela equação de energia, então a equação de estado será 
utilizada para o cálculo de p. Portanto, a equação da continui­
dade é apenas uma condição a ser satisfeita pelo campo de velo­
cidade, através da escolha correta do campo de pressão nas equa 
ções do movimento |18|.
Assim, pela necessidade de procurar um campo de pres­
sões, este deve gerar um campo de velocidades que satisfaça a 
equação da conservação da massa. £ assim que, quando a massa 
específica não varia com a pressão, se produz um forte acopla - 
mento entre a pressão e a velocidade, causando dificuldades pa­
ra a solução do sistema de equações. A nova formulação ê chama­
da "incompressível". Faz-se necessário criar, portanto, uma no­
va equação para a pressão, o que será tratado no Capítulo 6.
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CAPÍTULO 3
GERAÇÃO DO SISTEMA DE COORDENADAS
3.1 - Introdução
Neste capítulo apresenta-se um método para a geração 
de malhas sobre regiões de contornos arbitrarias. Analisam-se 
os diferentes tipos de malhas com suas generalidades e o cõdi- 
go computacional respectivo. Por outro lado, transformam-se as 
equações diferenciais geradoras do plano físico para o plano 
transformado, onde elas são resolvidas para obtenção do novo 
sistema de coordenadas.
Por último, avaliam-se os termos que regulam o con­
trole de espaçamento entre as linhas e atração de pontos no pia 
no transformado.
3.2 - Transformação do Sistema Coordenado
No desenvolvimento de modelos numéricos generaliza­
dos, o uso dos sistemas ortogonais que são conhecidos como car­
tesianos, cilíndricos, esféricos, etc., apresentam grandes lim_i 
tações, pois são adequados apenas ã geometria cujas fronteiras 
coincidam com o sistema coordenado. Em tais casos, deve-se pro­
curar sistemas que se adaptem à geometria e evitar interpola­
ções ou limitações que produzam soluções imprecisas, produto 
da aplicação incorreta das condições de contorno nas frontei-
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ras de interesse, onde certos parâmetros requerem ser conheci­
dos com exatidão. Por outro lado, o código computacional se 
faz totalmente dependente da geometria, e deve ser alterado 
quando ela se modifica.
Por esta razão, o uso de sistemas que se adaptam â 
geometria são mais adequados. Estes sistemas coordenados podem 
ser ortogonais ou não ortogonais.
Na opinião do autor, o importante ê se dispor de um 
modelo numérico que seja geral e possa admitir malhas ortogo­
nais e não ortogonais, uma vez que nem sempre ê possível dis­
por-se de uma malha ortogonal para todos os problemas. Por exem 
pio, no caso tridimensional, as malhas ortogonais são de dificí 
lima geração, sendo, então, necessário o desenvolvimento de 
modelos não ortogonais. Neste trabalho faz-se uso de um modelo 
desenvolvido por Maliska Ç Raithby |1 9 |, que foi exaustivamen­
te testado, apresentando taxa de convergência similar a mode­
los desenvolvidos unicamente para o sistema de coordenadas car­
tesianas .
0 vasto campo de utilização de malhas quasi-ortogo- 
nais | 20 | , não pode ser contemplado quando o modelo desenvolvi, 
do é restritivo a um sistema coordenado ortogonal. Muitos siste 
mas coordenados quasi-ortogonais podem ser facilmente gerados, 
apresentando excelentes resultados.
Há casos em que ê difícil respeitar uma ortogonalida- 
de, pelo fato de existir uma grande concentração de linhas devi^ 
do a fortes gradientes. Como nestes casos a ortogonalidade é 
difícil de manter, o recomendável ê produzir um certo relaxamen 
to na ortogonalidade |21|, desde que não se produzam excessivas
21
distorções da malha. Esta condição confere características de 
generalidade ao modelo numérico. Em tal caso, o método desenvol 
vido admite tanto grades ortogonais como não ortogonais; o uso 
das primeiras constitui-se, então, em um caso particular para a 
metodologia. Portanto, a flexibilidade permite ao analista nu­
mérico adotar a grade de acordo com o fenômeno físico em ques­
tão, sem excessivas restrições. Portanto, nesta dissertação ado 
ta-se o uso de modelos não-ortogonais por apresentarem maior 
generalidade |22|.
Existem autores que usam sistemas generalizados de 
coordenadas ortogonais. Para obter um sistema tal, por exemplo 
em Raithby 123}, e gerada inicialmente uma malha não ortogonal; 
com esta malha, através de um programa de elementos finitos,são 
geradas as coordenadas ortogonais utilizadas na solução do pro­
blema de interesse. Obviamente, este procedimento não é sim­
ples. Atualmente, é grande o esforço por parte dos pesquisado­
res para desenvolver métodos de geração rápida de sistema de 
coordenadas ortogonais, pois sempre é desejável utilizar um sis^  
tema mais ortogonal possível.
0 desenvolvimento dos sistemas não-ortogonais para ge 
ração de coordenadas é devido, principalmente a Thompson et al.
|24|• Eles utilizam-se duas equações do tipo Poisson com condi 
ções de contorno tipo Dirichlet para a geração do sistema coor­
denado. Este método é adotado neste trabalho.
Considera-se um domínio arbitrário bidimensional sim­
plesmente conexo, no qual se deseja fazer a transformação de 
coordenadas e levar a geometria física a uma retangular, como 
mostra a Figura 4.
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Figura 4 - Transformação de coordenadas.




que relaciona as coordenadas no plano físico e transformado, e 
cuja matriz Jacobiana é
[j] = (3.3)
onde os subíndices indicam derivadas parciais. 0 determinante 
Jacobiano da transformação ê
J = det[j] = £xny - Cxny (3.4)
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Aplicando o teorema fundamental da função inversa 
2S|, as Equações (3.1) e (3.2) fornecem
(3.5)
y = y( .ç ,n) (3.6)






e o determinante Jacobiano dado por
J = detÍJ "1 = x ry - x yr (3.8)
o L ° J  5 n
onde
[J] = [ J ^ ' 1 (3.9)
Garantida a funçao inversa, obtêm-se as seguintes re­
lações :
Ç = y J ; Ç = - x J  (3.10)
x 3 n ’ y n
nx =_yÇJ ’ ny = XÍJ (3-H)
Fazendo uso de regra da cadeia obtém-se a transforma­




As derivadas de ordem maior são obtidas por aplica­
ções sucessivas das Equações (3.12) e (3.13); mais detalhes da 
transformação podem ser encontrados na referência |26| -
3.3 - Geração do Sistema Coordenado
Equações (3.1) e (3.2), faz-se aqui uso de um método automático 
de geração. Tal método faz com que o sistema natural de coorde­
nadas (£,n) seja solução de um sistema de equações diferenciais 
parciais elípticas no domínio físico, com condições de contor­
no de Dirichlet prescritas em todas as fronteiras |26 |.
0 sistema de equações elípticas que deve ser resolvi 
do para este objetivo é
Para determinar o valor das funções Ç,n dadas pelas
(3.14)
(3.15)
onde P(Ç , n )  e Q(Ç,n) sao funções de controle que regulam a den­
sidade de linhas e pontos coordenados (Ç,n).
Considere-se o caso da geração de um sistema natural
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de coordenadas que se adapte às fronteiras do domínio simples 
mente conexo da Figura 5.
Figura 5 - Domínio físico com sistema natural de coordenadas.
0 sistema gerado no plano físico ê representado pelas 
Equações (3.14) e (3.15), com as seguintes condições de contor­
no de Dirichlet.
r\ = Tin = constante em a.
n 
Ç





= constante em a.
(3.16)
A solução das Equações (3.14) e (3.15) com as condi­
ções de contorno (3.16) fornece as funções Ç(x,y) e n(x,y), que 
são as coordenadas não-ortogonais, usadas na solução das equa­
ções diferenciais do problema.
Como a solução precisa ser numérica e o domínio de
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calculo ê irregular, o problema da discretização já aparece na 
geração do sistema de coordenadas. Realizada a discretização 
das equações dadas na forma cartesiana, encontra-se o problema 
das interpolações nas condições de contorno.
Desta maneira intercambiam-se as variáveis dependen­
tes e independentes daquelas equações, solucionando-as em um 
plano retangular fixo, segundo a Figura 6.
Figura 6 - Domínio transformado.
Nesse plano especificam-se as condições de contorno 
sobre linhas retas, evitando-se as interpolações e escolhendo- 
se as células da malha em forma quadrangular, com lados de com­
primento unitário por conveniência.
Os passos da transformação das Equações (3.14) e
(3.15) de geração de malhas, do plano físico para o plano trans 
formado, são dados em |26|, mesmo para tratamento de domínios 
duplamente conexos.
As equações transformadas resultantes são:
oxçç - 2gxÇn ♦ YXnii ♦ i  CPx? ♦ Qxn) = 0 (3.17)
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ay
Kí 26yín + Yynn + Jí (Pyç + QV  ' 0
(3.18)
onde os subíndices Ç e n indicam as primeiras e segundas deriva 
das com as seguintes condições de contorno tipo Dirichlet.
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X = fj^U.^) sobre V
y = f2 U . n 1) sobre V
X = g1U,r)2) sobre °2*
y = g2U , n 2) sobre ■ V
X = f3 U 1 ,n) sobre V
y = f4 .n) sobre °3*
X = g3 Cç2 sobre °4*
y = g4 U 2 «n) sobre a4 *
Os coeficientes de acoplamento entre as
ão as componentes do tensor métrico g..
J
a = 2x + y 2










As funções f 1 , f2 , , g2> f^, f 4 , g^, g4 são determi. 
nadas pela forma do domínio físico e pelas distribuições £ e n , 
respectivamente, desejadas nas fronteiras.
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As Equações (3.17) e (3.18), apesar de mais compli­
cadas em sua solução que as Equações (3.14) e (3.15), têm por 
vantagem condições de contorno mais facilitadas, jã que são es­
pecificadas sobre um contorno reto, evitando-se assim o probl£ 
ma de interpolações.
Pelo uso das equações transformadas, todo o trabalho 
de computação necessário para gerar o sistema de coordenadas 
e, posteriormente, para resolver o problema físico, será execu­
tado sobre uma malha quadrangular fixa, independente da forma 
do domínio físico e independente do espaçamento escolhido entre 
as linhas coordenadas. A grande vantagem desse procedimento ê 
que o cõdigo computacional fica independente da geometria cons_i 
derada. Com a equação no plano transformado ela ê aproximada 
em diferenças finitas.
3.4 - Controle de Espaçamento entre Linhas e Pontos Coordenados
Como P(Ç,n) e Q(Ç,n) são as funções de controle que 
regulam o espaçamento entre linhas e pontos coordenados, ê pos­
sível produzir grandes concentrações de coordenadas como deseja 
do.
Faz-se uso, nesta dissertação, do critério adotado 
por Thompson et al. |26 |, que sugerem que P e Q sejam calcula­
dos por somas de funções exponenciais que regulam a atração ou 
repulsão para linhas em seus primeiros termos e atração ou re­
pulsão para pontos nos segundos termos, respectivamente. Tais 
funções têm por valor
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m  -c |Ç-Ç |
P U , Tl) = - £ a.sgn(ç-ç.)e
i = l 1 1
m -d.  / ( £ - £ . ) 2 + ( n - t i : ) 2'
l b.sgn(ç-ç.)e 3 J
j=l J 3 (3.23)
m -c. | n-n- |
Q(Ç,n) = - E a-sgn(n-n-)e 
i = l 1 1
m -d. /(£-£.)2 + (n-n-)2
(3.24)
Para o caso de P(Ç,n)> que regula as interações entre 
as linhas Ç em seu primeiro termo, o coeficiente a^ junto com
o expoente c^ darã a atração para uma linha definida £, onde 
valores crescentes positivos do coeficiente para um mesmo ex­
poente produzem maior atração para a dita linha. Agora, se o ex 
poente aumenta com um mesmo coeficiente, as linhas ii^ ais afasta­
das da linha £ de referência refletirão menor atração. Se o coe 
ficiente for negativo, produz-se uma repulsa entre as linhas.
No segundo termo a função P(Ç,n) regula a atração pa­
ra pontos por seu coeficiente Ik  e seu expoente d^. Se maior é
o coeficiente e também seu expoente dj, dar-se-ã maior atra­
ção para o ponto desejado e vice-versa.
Estas mesmas considerações são avaliadas para o caso 
das linhas n, reguladas pela função Q(Ç,n).
Os sinais sgn são introduzidos por efeitos computa­
cionais, devido ã descontinuidade de P e Q, que podem tomar o 
valor de 1, 0, ou -1, dependendo de o valor de x ser positivo, 
zero ou negativo.
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Valores dos coeficientes a, b como dos expoentes c e 
d para uma malha em particular são dados no Capítulo 8 dos re­
sultados .
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TRANSFORMAÇÃO DAS EQUAÇÕES GOVERNANTES
4.1 - Introdução
Obtido o novo sistema de coordenadas, é necessário 
transformar as equações governantes do sistema dado originalmen 
te, para o novo, o que ê feito neste capítulo.
Discutem-se aspectos referentes ãs variáveis dependen 
tes adequadas nas equações de conservação da quantidade de mo­
vimento e consideram-se alguns aspectos das componentes carte - 
sianas do vetor velocidade.
Mostra-se ainda que as equações transformadas mantêm 
sua forma conservativa, evitando o surgimento de novas fontes 
e/ou sumidouros das propriedades transportadas nas fronteiras 
dos volumes de controle elementares.
4.2 - Variáveis Dependentes para as Equações Transformadas
Lembrando que <j> na Equação (2.5) representa u, v, T 
ou qualquer outro escalar, uma decisão deve ser tomada com re­
lação ã escolha das componentes do vetor velocidade que serão 
mantidas como variáveis dependentes no plano transformado (Ç-ri).
Por ser o vetor velocidade uma grandeza vetorial, ele 
apresenta, além do seu modulo, uma direção com suas duas compo­
nentes e um sentido, os quais devem ficar relacionados ao siste
CAPÍTULO 4
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tema de coordenadas utilizadas. Assim, seja V o vetor velocida­
de atuando em um escoamento bidimensional em coordenadas genera 
lizadas, como se mostra na Figura 7. 0 referido vetor velocida­
de pode ser representado pelas componentes cartesianas u e v,
1 2pelas componentes contravariantes V e V , e pelas componentes 
covariantes e , respectivamente.
Figura 7 - Componentes cartesianas, covariantes e contravarian­
tes do vetor velocidade f.
Depreende-se da Figura 7 que, devido ã não ortogonali_ 
dade do sistema, as velocidades covariantes e contravariantes 
não são coincidentes. Para o sistema cartesiano, em particular, 
devido ã sua ortogonalidade, as componentes covariantes e con­
travariantes são coincidente^; assim, as componentes do vetor 
velocidade em tal sistema são denominadas componentes cartesia­
nas simplesmente. Maiores detalhes com relação a geração das
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componentes covariantes e contravariantes podem ser encontrados 
em |17|.
A questão que se apresenta, então, é quanto à esco­
lha das componentes mais adequadas do vetor velocidade para uti^  
lização nas equações transformadas do movimento. Esta escolha 
esta baseada no critério de que apenas uma das componentes seja 
responsável pelo fluxo de massa, devendo a outra ter direção 
tangencial a essas linhas, para de fato poder haver uma equa­
ção da continuidade com a mesma estrutura do sistema cartesia­
no .
Figura 8 - Componentes contravariantes, e contravariantes sem 
normalização métrica.
Pela Figura 7 verifica-se que a componente contra-
1 -  2 -  
variante V satisfaz este critério, pois a componente V nao
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transporta massa através das linhas coordenadas Ç. Contudo, a 
grandeza da componente contravariante não representa a gran­
deza da componente que transporta fisicamente a massa, uma vez 
que a mesma esta referenciada a um sistema coordenado cujos ve­
tores de base não são unitários.
Desta maneira, a Figura 8 mostra as componentes U e 
V, responsáveis pelo transporte de massa, onde U é. a componen­
te normal às linhas de E, constantes ; e V a componente normal 
às linhas de n constantes.
Então, da Figura 8 se pode observar
U = V1 cos e1 (4.1)
V = V2 cos 02 (4.2)
onde U e V são as próprias componentes contravariantes a menos 
de um fator multiplicativo inerente ao sistema de coordenadas 
(Ç,ri). Elas são denominadas componentes contravariantes sem nor 
malização métrica do vetor velocidade. Doravante denominar-se- 
ão simplesmente componentes contravariantes da velocidade.
Deve-se indicar que estas velocidades contravariantes 
fazem com que a equação da continuidade no plano transformado 
apresente uma estrutura semelhante àquelas para sistemas de co­
ordenadas ortogonais, o que é mostrado no Apêndice A.
Como as componentes contravariantes da velocidade são 
as responsáveis pelo fluxo de massa através das superfícies dos 
volumes de controle, seria natural escolhê-las como variáveis 
dependentes no plano transformado. Esta escolha, entretanto,
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acarreta equações transformadas muito complexas, dificultando a 
interpretação física dos termos resultantes |17|.
Por este motivo, neste trabalho optou-se por manter 
as componentes cartesianas do vetor velocidade como variáveis 
dependentes, obtendo-se equações transformadas bastante simples 
e de fácil manipulação numérica.
4.3 - Transformação das Equações Governantes
Antes de fazer as transformações das equações gover - 
nantes ê preciso evidenciar alguns parâmetros que têm relação 
com tais equações.
Da mesma maneira que as componentes co.variantes e con 
travariantes de um vetor podem ser correlacionadas num dado si£ 
tema de coordenadas {e^}, elas também podem ser relacionadas a 
outras componentes desse vetor, definidas num outro sistema car 
tesiano de coordenadas {u^}. Uma vez estabelecidas aquelas rela 
ções, ter-se-ã executado uma transformação de sistemas de coor­
denadas. Assim, as componentes covariantes do vetor velocidade 
^ sobre esse novo sistema têm por valor. (Ver Apêndice A).
U. = t.u- (4.3)i i  '
Considerando o valor de ^ associado âs componentes con 
travariantes no sistema generalizado (£,n), mostra-se que
U. = g.. V1 (4.4)
1 6 i;j v J
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onde
g . . = e ..u. 
*ij j ï
(4.5)
0 tensor métrico ê a matriz que define a transfor






gix = a (4.7)
:22 = Y (4-9)
As expressões destas componentes foram definidas pe­
las Equações (3.20), (3.21), e (3.22), respectivamente, no Ca­
pítulo 3.
Comentários mais específicos sobre tensor métrico em 
bases covariantes e contravariantes podem ser encontrados em 
! 27 | .
No Apêndice A são calculados os comprimentos e áreas 
do domínio físico em função destas métricas.
Aplicando a transformação geral definida pelas Equa­
ção (3.1) e (3.2) sobre a equação genérica cartesiana (2.5), po
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de-se reescrevê-la para o domínio transformado mantendo sua for 
ma fortemente conservativa (ver Apêndice A ) , como
q = -j- (4.11)
Ê = f e vE + EF) (4.12)J x y
F = i(n E + n F) (4.13)J v "x 'y
R = i(ÇxR + ÇyS) (4.14)
S = j(nxR + nyS) (4.15)
P* = ~  (4.16)
A c4>
S* - L. (4.17)
A Tabela 2 mostra as grandezas e P^, que são os 
termos fontes e de pressão para as equações governantes trans - 
formadas.
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r—tII•e- <J> = u <t> = V <j> = T
g<j> 0
C U ç, U
F bS S v + S v F bS
T T 
SF + SS
J J J Cp
*0
) 0
r3P 3P r3P 3P
- ã ç V d 0
Inserindo as Equações (4.11) a (4.17) na equação 
(4.10) e substituindo os valores de q, E, F, R e  S segundo as 
Equações C2.6) a (2.10), apõs alguma manipulação algébrica ob­
tém-se
j ^(P<j>d) + |^(pU<j>d) + ^(PV4>d) + P* =
(4.18)
A r r  M  + r M w  _ L fc Ü  + c A  +
aç^-iaç 23nJ 3n(' 43n Sdí)
Esta formulação transformada mantém uma estrutura se­
melhante à da equação dada no sistema cartesiano.
Os coeficientes da Equação (4,18) têm por valor
C = aJI^d (4.19)
C2 - c 5 - -B j r * d (4.20)
c 4 = yJr^d (4.21)
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No Apêndice A mostra-se que as componentes contrava- 
riantes do vetor velocidade têm por expressão
U = (y u - x v) (4.22)w  n ri
V = (x^v - y^u) (4.23)
Portanto, as equações que governam o problema de con­
vecção forçada bidimensional, com aplicação ao lago de geome­
tria arbitraria e profundidade d variável são
Continuidade
d CUã) + 9 (Vd) _ Q f4 24)
3Ç 3n
Movimento para u
1 Â (pud) + + = (- Ifyn+ §£y£)d
+ C 2&  + * C 2^  * §U (4-25í
Movimento para v
3  Ã tpvd) + H tpUvdJ + Ã tpVvd) = (' H xç + K xn)d +
3 ír 3 v  x  r x  3 -  3V „  3V. -V
3ç(Cl K  23tp dr\( C43ti C 2 3 ^  S (4.26)
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Energia
J  Ã (pTd) + 7?CeUTd) + À ( pvTdí - 3 l (Clll  * C2 ^ ’ + 
H (C4 l  + C2Ü) * ST (4 -” 5
Pode-se notar que, nas Equações (4.25) a (4.27), di­
ferentemente do que ocorre nas equações no plano cartesiano, a- 
presentam-se os termos difusivos em derivadas cruzadas, que
correspondem a termos não ortogonais envolvendo o coeficiente 
C^, o que serã analisado do Capítulo 5.
É importante observar que ê também possível definir 





o que coloca as Equações (4.24) a. (4,27) na mesma forma daque­
la mostrada em 117 | . Neste caso, 0 continuaria representando o 
valor numérico da vazão volumétrica.
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METODO DOS VOLUMES FINITOS APLICADO ÀS 
EQUAÇÕES GOVERNANTES NO PLANO TRANSFORMADO
5.1 - Introdução
Uma vez escritas no plano transformado, as equações 
governantes são discretizadas e integradas sobre um volume 
elementar, resultando em um esquema conservativo.
Inicialmente, integra-se a forma diferencial sobre o 
volume elementar, para os volumes internos. Em seguida são fei­
tas as aproximações numéricas, obtendo-se as equações algébri­
cas para os volumes finitos para um campo genérico <j>. As condi­
ções de contorno ficarão incorporadas, na medida em que sejam 
realizado balanços nos volumes elementares do contorno, de acor 
do com a condição de contorno existente na fronteira em ques­
tão .
5.2 - Disposição das Variáveis Dependentes na Malha
Como o problema em estudo apresenta mais de uma in­
cógnita, é necessário definir a posição relativa das mesmas na 
malha computacional. Uma discussão detalhada a respeito pode 
ser encontrada em j17 1 . Mostra-se que a diposição mais adequada 
é aquela onde as velocidades responsáveis pelo cálculo do fluxo 
da propriedade, estão localizadas no centro das quatro faces 
dos volumes de controle para a continuidade. Ou seja, as veloci
CAPÍTULO 5
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dades devem ser localizadas onde são necessárias para realizar 
os balanços de massa, evitando o calculo de médias de velocida­
des na equação da continuidade.
Quanto âs pressões, devem ser localizadas na malha de 
forma tal que as velocidades sejam controladas por gradientes 
de pressão fisicamente consistentes |28 | . Para conseguir isto, 
elas são armazenadas no centro das células, enquanto que as 
velocidades o são nas superfície. Outros escalares, como tempe­
ratura, propriedades físicas, etc., são armazenados conjuntamen 
te com a pressão, como se mostra na Figura 9.
Observa-se aí que, para a pressão, é mantida a mesma 
disposição prevista para sistemas ortogonais. Em tal caso, como 
a equação do movimento possui gradientes de pressão em duas 
direções, aquela para a pressão resulta em um esquema de nove 
pontos.
No prõximo capítulo se desenvolvera a equação para a
pressão.
Como se indicara, na seção (4.2), sobre a conveniên­
cia de utilizar um procedimento de que participem tanto as ve­
locidades cartesianas como as contravariantes, faz-se necessá­
rio, em tal formulação, o conhecimento das duas componentes car 
tesianas e contravariantes do vetor velocidade em cada face dos 
volumes de controle para a continuidade. Assim, A Figura 9 mos­
tra a disposição dos volumes de controle para estas velocidades 
através das equações de movimento, e dos volumes de controle pa 
ra as equações de continuidade e energia. Em modelos mais re­
centes em desenvolvimento |291, apenas u e U são armazenados 
nas faces este e oeste, e, v e V nas faces norte e sul.
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Volume de controle




Figura 9 - Posição das variáveis na malha adotada.
5.3 - Equações Aproximadas no Plano Transformado
Na equação diferencial parcial em sua forma genérica, 
no plano transformado, aplica-se o método dos volumes finito 
a cada célula do domínio, como se mostra na Figura 10.
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Figura 10 - Volume de controle elementar no plano transformado.
Como a equação diferencial nos apresenta a conserva - 
ção da massa, quantidade de movimento, energia, etc., sobre vo­
lumes de controle infinitesimais, da mesma maneira, ao fazer a 
integração em dita equação diferencial, ela nos representa a 
conservação das propriedades sobre volumes de controle finitos. 
Isto é, a conservação é conseguida via balanços dos termos da 
equação diferencial com suas respectivas aproximações em dife - 
renças finitas.
Antes da integração da Equação (4.18), ê preciso pro­
ceder a um ordenamento da mesma, da maneira seguinte:
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3 K Cp'"dJ * ^(PUfd) * l ^ C e W )  + P"1 = -^(cjf) *
■^CC4|Í) * ST* (5.1)
onde
ST* - S* ♦ ^ (c2|t) ♦ £ ( c j f )  (5.2)
Este novo termo fonte contém os termos de derivadas 
cruzadas.não ortogonais. Optamos neste trabalho, em manter os 
termos com derivadas cruzadas no termo fonte. Na realidade, os 
mesmos poderiam ser tratados implicitamente, dando origem a um 
esquema de 9 pontos, que não apresenta nenhuma dificuldade 
para a sua solução. A manutenção, ou não, dos mesmos no termo 
fonte depende de suas magnitudes. Quando a malha utilizada é 
quase-ortogonal estes termos podem ser mantidos no termo fonte 
sem problemas de qualquer espécie. Para malhas altamente não 
ortogonais, cuidados devem ser tomados.
Muitos trabalhos realizados pelo Grupo de Simulação 
Numérica da UFSC, mostram, entretanto que, mesmo em casos bas - 
tante não ortogonais a manutenção dos mesmos no termo fonte 
não apresentaram problemas de convergência.
Fazendo as integrações no espaço e tempo nos termos 
da Equação (5.1) sobre o volume de controle da Figura 10, tem- 
se
i t+Atr / j í  I P4»d| - I pc{>d | }dndÇ +
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t + At n
f / -í|pU4>d|e - | pU(f>d|w >dndt +
 ^ ns
t + At Í
/ /e { | pVc}>d | - | pV(í>d | }dÇdt +
t ■ Ç n S
t + At Ç rt .
/ f e fn P dndÇdt =
t+At n ~ ~ ,
í 1  í l C l H  le  -  l C i f f l w ) d r | d t  +  ( 5 - 3 ^
ns
w
t+At ç n 
/ / e /n ST^dndçdt 
t E n.
onde t é o nível do tempo e At ê o avanço de tempo. Por conve­
niência, representa-se o nível de tempo t por n, t+At por n+1 
e t+0At por n+0, com 0 variando entre zero e um. Quando se
tem 0 igual a zero, diz-se que a formulação resultante esta na 
forma explícita; quando 0 é diferente de zero a formulação se 
diz implícita.
Como ê imperativa a avaliação do valor da proprie­
dade e do valor de sua derivada normal nas interfaces do 
volume de controle, usam-se aproximações baseadas no "Esquema 
de Diferenças Ponderadas a Montante" (WUDS) de Raithby Ç Torran 
ce | 301 - Deve-se notar que os valores de <j> são conhecidos nos 
centros dos volumes elementares, e, portanto, funções de inter­
polações são assumidas de acordo com a física do problema. Des­
ta maneira, as funções aproximadas nas faces dos volumes elemen
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tares sao:
♦o " It  + “«1+1
n
r  Ü  13Ç




C„ 6, _3£'4 3n | n “ 4n "n An
, 3cf>
43ri = C, B,
- I1 1 2 - ae l*E
+ I1 1 2 + aw l*w
+ I1 1 2 - an l*N
+ |I 









( 5 . 4 )
( 5 . 5 )
( 5 . 6 )
( 5 . 7 )
( 5 . 8 )
( 5 . 9 )
( 5 . 1 0 )
( 5 . 1 1 )
onde a e B são funções peso determinadas de acordo com a impor 
tância dos processos convectivos e difusivos do problema. Rai- 
thby Ç Torrance 130] apresentam expressões que são as mais cor­
rentemente utilizadas para estes esquemas - chamados híbridos-, 
que foram posteriormente modificados por Raithby 1311 , e serão 
as utilizadas neste trabalho.
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e (5.12)
e 10 + 2r 2 e
1 + 0.005re
2
1 + 0.05r 2 e
(5.13)
com re TJa e (5.14)
sendo rg o numero de Peclet baseado no AÇ correspondente às com 
ponentes contravariantes e avaliado na face "e" para este caso. 
Um estudo detalhado sobre os efeitos convectivos e difusivos é 
proporcionado por Spalding |32|.
Assim, os coeficientes a e 3 são funções do campo de 
velocidades, podendo mudar de um esquema WUDS para um esquema 
de "Diferenças Centrais" quando as velocidades são pequenas, 
com difusão dominante, e levar de um esquema WUDS para um esque 
ma de "Diferenças a Montante" para casos altamente convectivos.
zida nesta, a equação da continuidade em sua forma de diferen­
ças finitas
Rearranjando os termos da equação integrada e introdu
{|pUdl " IpUdl }An + { |pVd| - |pVdl }AÇ = 0 (5.15)
6  W I I  o
resulta a seguinte equação:
V s +9 + l pp V p  jí ‘ L IP<Í)|AV + l I s t V v  (5.16)
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com AV como o produto de An por AÇ,  que deve ser igual a "um" , 
e só é mantido para visualizar melhor as intepretações físicas 
da expressão.
L|P*| e L|SÍ^|são os termos de pressão e fonte, de­
senvolvidos em diferenças centrais através do operador L.
Os valores dos coeficientes são
A = M (4 - a ) + & D e v2 eJ e e
( 5 . 1 7 )
A - M (-=• + a ) + 8 D w w v2 w w w ( 5 . 1 8 )
A = - M (7 - õ ) + g D n n 2 n n n ( 5 . 1 9 )
( 5 . 2 0 )
A* = A + A + A + A p e w n s
( 5 . 2 1 )
onde a parte convectiva é dada por
M = pUd
n+6
An ( 5 . 2 2 )
n+0
M = pUdw w An ( 5 . 2 3 )
- pVd
n+0
n n AÇ ( 5 . 2 4 )
n+0
M = pVd AÇ ( 5 . 2 5 )
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e os termos difusivos por
D = Cn (5.26)e le AÇ v '
Dw ° Clw ff (5-27i
»„ • S n  5  <5 -28)
Ds = C4s M  (5-29]
Fazendo 0=0 na Equação (5.16), a equação resultante 
avança a variável tp de um modo explícito. Com esta condição e 
para garantir a positividade dos coeficientes deve-se respeitar
I 28 i ,
PpAVd
At i — SJJ- * Atmax (5'30)
onde ® 0 valor máximo de avanço que pode ter At, sendo
ele variável em cada volume de controle.
Quando se tem interesse no transiente real, o valor 
de At usado ê o mesmo para todas as equações e todos os volu - 
mes de controle. Neste caso At deve observar a seguinte expres^
são
At = EAt (5.31)
max
Onde E ê um fator multiplicativo de tempo, menor ou 
igual à unidade para formulação explícita. Portanto, na Equação
(5.16) introduzindo o valor de E temos a formulação explícita
51
L | | A V  + L|ST^|AV (5.32)
Quando se tem interesse no regime permanente, pode-se 
usar fatores de relaxação para uma convergência mais rãpida.
Fazendo 0=1, obtêm-se a formulação implícita, onde o 
valor de E pode ser maior que a unidade, e atingir mais rapida­
mente a solução do problema. A equação para a formulação implí­
cita ê
n+1
As4>g + 1 - L | P^ | AV + L | ST^ | AV (5.33)
com
(5.34)






Como o valor de <j>p na formulação explícita tem restr^ 
ção de avanço, ê recomendável usar a formulação implícita. Nes-
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te caso, precisa-se de um sistema de equações lineares para sua 
solução, que pode ser obtida através dos métodos linhas por li­
nha, solução direta, ou ponto por ponto - que ê utilizado nesta 
dissertação.
As equações governantes na formulação u-v para os vo­
lumes finitos, na forma implícita, para as equações de movimen­
to e energia, são
Continuidade
{ IpUdIe - |pUd|w }An + { IpVdI^ - IpVdIs)AÇ = 0 (5.37)
Movimento para u
A p U p + 1  = A  Up + 1  + A  u £ .+ 1 + A  u £ + 1  + A  ü * 1 +
P P  e E  w W  n N  s S
AP
Up - L|PU |AV + L|STU |AV (5.38)(1 + E) “P 
Movimento para v
a ,,n+l a ,rn+l « ,,n+l » ,n+l , n+1
D D -  A. v  + A  v  + a  v . .  + A  v c  +P P  e E  w W  n N  s S
AP
vj - L|PV |AV + L|STV |AV (5.39)(1 + E) P 
Energia
a rpn+1 . Tn+1 . „n+1 . r^ n+l . q-»n+l
A DT D = + A Tt,t + A  T  + a  T  +P P  e E  w W  n N  s S
A
P tJ + L|STT |AV (5.40)(1 + E) P
Para resolver este sistema de equações em forma 




ESQUEMA NUMÉRICO DE SOLUÇÃO
6.1 - Introdução
Neste capítulo são apresentadas as equações do movi - 
mento em termos das componentes contravariantes do vetor veloci^ 
dade.
Apresenta-se ainda um método iterativo para tratar do 
acoplamento pressão-velocidade, apresentando suas equações pró­
prias para correção de velocidades e atualização da pressão,bem 
como, a técnica para obter a equação para a pressão.
6.2 - Equações do Movimento em Termos de U e V
Como definido no Capítulo 4, as componentes cartesia­
nas do vetor velocidade são as variáveis dependentes do proble­
ma. Como se esta tratando aqui com volumes finitos arbitrários, 
para a realização de balanços de massa nas fronteiras destes vo 
lumes, ê necessário o conhecimento de u e v no mesmo ponto, já 
que nem u e nem v são normais às faces. Do ponto de vista com­
putacional, contudo, não é interessante ter-se que resolver as 
equações do movimento para u e v no mesmo ponto.
Ficou mostrado também, no Capítulo 4, que a componen­
te contravariante U ê a responsável pelo fluxo de massa nas fa­
ces Este e Oeste, e V a responsável para as faces Norte e Sul.
Portanto, é recomendável que as equações do movimento sejam re­
solvidas também para estas variáveis, que são as que fazem par­
te da equação da continuidade. As equações do movimento são, 
então, escritas para as variáveis contravariantes.
Uma análise detalhada pode ser encontrada em |17|.
Fazendo uso das Equações (5.38) e (5.39) em combina - 
ção com as Equações (4.28) e (4.29) obtêm-se as equações do mo­
vimento para as variáveis U-V.
Up - Up
Vp - Vp -
AP aAVd2 + AP BAVd'AÇ A UAP
P An A UP
AP y A V d 2 •f AP BAVd2An
AÍ
P AÇ a !
( 6 . 1 )
( 6 . 2 )
Onde os valores de Up e Vp são dados pelas seguintes
e os novos termos fontes sao
Au
up + L|STU |4V
dpynP





T7E vp + M S T v |AV dpXçp
AU
up ♦ L j STU IAV
V í P
( 6 . 6 )
É necessário indicar que os coeficientes para um mes­
mo ponto em particular, em um volume de controle, são idênti­
cos , ou sej a :
Ap = Ap = Ap para volume de controle de U
Ap = Ap = Ap para volume de controle de V (6.7)
Observe-se, portanto, que, apesar de as equações apre 
sentarem nomenclatura diferente para os coeficientes acima men-
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cionados, eles ocupam o mesmo espaço de armazenagem no computa 
dor.
Como se pode ver nas Equações (6.3) e (6.4), estas 
componentes contravariantes ficam ainda em função das componen­
tes cartesianas. Para prescindir desta situação ê possível fa­
zer uso das relações inversas das Equações (4.22), (4.23), que 
são
u = Jd(Uxç + Vxn) (6.8)
v = Jd(Uy^ + Vyn) (6.9)
e converter toda a equação em função das componentes de veloci­
dades contravariantes.
Tal procedimento, entretanto, não é atraente, pois 
tornaria a equação exessivamente complexa, conforme jã comenta­
do no Capítulo 4, quando se optou pelo uso das componentes u - v  
como variáveis dependentes. 0 procedimento adotado neste traba­
lho é, pois a manutenção destas componentes nas equações, sen­
do as mesmas recalculadas a cada iteração através do uso das 
Equações (6.8) e (6.9).
6.3 - Método para Tratar o Acoplamento Pressão - Velocidade
Conforme indicado no Capítulo 2, quando a massa espe­
cífica é constante no.domínio ou é função da temperatura ape­
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nas, a equação de estado não poderá mais ser usada para a de­
terminação da pressão; passará a ser uma equação que determina­
rá a massa específica. Desta maneira, não existe mais uma equa­
ção para avançar os valores de pressão durante o ciclo iterati 
vo. Os esquemas numéricos criados para avançar os valores de 
pressão são os chamados métodos que tratam o acoplamento pres- 
são-velocidade,
Existem vários métodos e uma análise deles pode ser 
apreciada em |18|. Neste trabalho usa-se o método PRIME - "Pre_s 
sure Implicit Momentum Explicit" -, conforme descrito em |17| , 
que simplifica o ciclo iterativo, eliminando o procedimento 
usual de dois passos, fazendo a correção da velocidade e o cál­
culo da pressão em um único passo.
Isto é conseguido fazendo-se uso das Equações (6.3) e 
(6.4), onde as velocidades Üp e Vy são conhecidas em função das 
velocidades da iteração anterior, e são inseridas na equação da 
conservação da massa, conduzindo ã equação da pressão. Este no­
vo campo de pressão avançado é substituído novamente nas Equa­
ções (6.1) e (6.2) para corrigir as velocidades.
Portanto, o processo iterativo para a resolução do 
sistema de equações governantes discretizadas, pela utilização 
do método PRIME, é o seguinte:
(1) — Estimar os campos de pressão P(Ç,n), de tempera
tura T(Ç,ri) e de velocidade u(Ç,n) e v(Ç,n) no 
domínio.
(2) —  Calcular os coeficientes das equações de movi -
mento para u e para v, que são os mesmos para
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U e V.
(3) —  Calcular as velocidades 0 e V das Equações
(6.3) e (6.4), com o campo de velocidades carte 
sianas da iteração anterior.
(4) —  Resolver a equação para a pressão. (Ver próxima
Seção).
(5) —  Corrigir as velocidades U e V com este novo cam
po de pressões, usando as Equações (6.1) e
( 6 . 2 ) .
(6) —  Calcular U e V, não exigida para satisfazer a
continuidade, usando as equações abaixo. (ver 
Figura 11).
u = (Ua + UB + Uc + UD)/4 (6‘10)
V = (VA + VB + VC + V /4 (6-n )
(7) —  Calcular as velocidades u e v usando as Equa­
ções (6.8) e (6.9) .
(8) —  Voltar ao item (2) até convergir o campo de ve­
locidades. Estas iterações são necessárias pela 
não-linearidade e pelo acoplamento entre as e- 
quações.
(9) —  Calcular os coeficientes para a equação da ener
gia.
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Figura 11 - Determinação das componentes contravariantes U e V 
não necessárias para satisfazer a conservação da 
massa.
Deve-se ressaltar que os sistemas de equações pa­
ra as velocidades não são resolvidos diretamente. Elas 
são avançadas durante o ciclo iterativo de uma forma semelhante 
a utilizada no método de Jacobi, que ê uma técnica ponto por 
ponto e daí a semelhança com o método explícito; so uma equação 
da pressão é resolvida em cada iteração.
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6.4 - Obtenção da Equação para a Pressão
Chega-se a esta equação introduzindo-se as equações 
de movimento discretizadas para as faces do volume de controle, 
na equação da continuidade.
As equações de movimento nas faces para o volume de 
controle da Figura 12, com as velocidades que participam no ba­
lanço de massa, são da mesma estrutura que as Equações (6.1) e
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Figura 12 - Volume de controle da continuidade, com as velocida 
des que participam no balanço de massa.
De acordo com a Equação (6.1), com as velocidades par 
ticipantes no balanço de massa segundo a Figura 12, têm-se as
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seguintes expressões com aproximações de segunda ordem para os 
gradientes de pressão:
U = U 
e e
aAVd'
e^PE V  *
BAVd'
4 AU An
(Pxt + P e N NE
P - P S SE ( 6 . 12)
U = U w w
aAVd'
kU AÇ w^PP v  +
BAVd
4 AU An
(P + P 
w N NW
P - P ) S Sir (6.13)
V = V n n
yAVd'
,V An n^PN pp) *
BAVd'
4 A
V AÇ (P + P n LrE NE
P - P ) rW rNWJ (6.14)
V = V - 
s s
yAVd'
>V An s ^ PP V  +
BAVd'
4 A
V AC ÍP + P s ^ E SE
P - P ) w s i r (6.15)
Substituindo as Equações (6.12) a (6.15) na equação 
da continuidade Equação (5.37) e reordenando os termos, tem-se 
a seguinte, denominada "Equação de Poisson para a Pressão"
AnPr> ' A Pp + A P1T + A PM + A Pc + A PMC + A P.TU. + P P  e E w W n N s S ne NE nw NW
A Pcc + A Pcll. + B se SE sw SW (6.16)
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( 6 . 21 )





B = v.$ = 0  - U  + V - V  (6.26)w e s n
Demonstra-se facilmente das expressões dos coeficien
tes que
- A + A + A + A 
P e n w s
A + A + A + A = 0  ne se nw sw
Os coeficientes encontrados são válidos exclusivamen 
te no domínio interno do volume de controle. Para o caso da
fronteira o procedimento é similar, onde as velocidades contra- 
variantes presentes nas faces que participam do balanço de mas­
sa são inseridas na equação da continuidade para obter a equa­
ção de Poisson com seus respectivos coeficientes. Isto é reali­
zado no Apêndice B,
A equação de Poisson nos mostra que a pressão tem uma 
dependência de 9 pontos. Se a malha é semelhante a uma do tipo 
ortogonal, então a pressão mantém uma forte ligação com os pon­
tos W, E, S e N, e uma débil dependência com os pontos SW, SE, 
NW e NE da Figura 12, Se a malha é ortogonal com 3=0, tem-se um 
esquema de 5 pontos. Quanto mais não-ortogonal é a malha, maior 
a ligação entre a pressão e os pontos diagonais, não deixando, 
entretanto, de manter sempre a ligação forte com os pontos para 






Até o momento, apenas a equação diferencial discreti- 
zada governante do fenômeno foi estabelecida. Para completar a 
formulação do problema, é necessário especificar as condições 
de contorno e implementã-las de forma discretizada no plano
transformado. A implementação destas condições é de fundamental 
importância num método numérico, pois são um dos principais fa­
tores que produzem o avanço da solução quando se trata de um 
processo iterativo. 0 processo de aplicação das condições de 
contorno esta ligado à localização das variáveis na malha, as 
quais podem estar ou não sobre a fronteira.
Neste capítulo, mostram-se as condições de contorno 
de um ponto de vista geral para todas as variáveis no plano 
transformado.
Discute-se a aplicação da técnica do ponto fictício 
que, neste caso, será usado apenas para as velocidades.
Avaliam-se também as condições de contorno para a 
pressão, determinando suas equações correspondentes mediante a 
aplicação dos balanços de massa.
Os balanços de calor, por sua vez, se aplicam os vo­
lumes das fronteiras, de tal forma que as condições de contorno 
fiquem incorporadas na equação da energia resultante. Quando ne
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cessãrios, são determinados os gradientes de temperaturas nas 
faces.
7.2 - Considerações Gerais sobre as Condições de Contorno
Consideram-se, a seguir, alguns aspectos gerais sobre 
as condições de contorno em um domínio transformado.
Em primeiro lugar, o domínio é simplesmente conexo, 
convertendo-se suas quatro fronteiras em um retângulo no plano 
transformado. Assim, as condições de contorno no domínio trans­
formado são as mesmas encontradas no plano físico, que serão ma 
peadas sobre os quatro lados do retângulo.
As condições de contorno, dependem em geral, da posi­
ção das variáveis, que poderão estar ou não sobre as fronteiras 
do domínio de cálculo. A seguir são exemplificadas diversas po£> 
sibilidades para aplicação dessas condições.
Uma das técnicas, a do uso dos volumes fictícios, fa­
cilita a aplicação das condições de contorno e estabelece uma 
única equação para representar todos os pontos do domínio, a 
qual ê obtida através das condições de contorno, mediante a se­
guinte equação geral;
= A ^N-l + B (7,1)
Para o caso mostrado na Figura 13, temos
<J).r = A<1>d + B (7.2)
W w P w
Figura 13 - Volume de controle fictício no domínio transformado
onde A e B são funções das condições de contorno. Desta for- w w y *
ma, a expressão acima ê a equação algébrica para o ponto fictí­
cio .
a) Tipo Dirichlet. Usando <f> na parede como uma média ponderada 
entre os vizinhos
(7.3)
que, colocando na forma da Equaçao (7.2), resulta
(7.4)
b) Tipo Neumann. Com fluxo <J> prescrito na fronteira.
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A equação para o fluxo <í> por difusão ê dada por
q" - -k %
9n w
(7.5)
Este caso depende do tipo de malha, ou seja,









b2) Se a malha ê não-ortogonal, o gradiente de temperatura no 
plano transformado tem a seguinte forma (Ver Apêndice C):
1" - -k ^
9n
w
= -k cT1/2 BJ
w
(7.8)
que, colocada na forma da Equaçao (7.2), resulta
6 QTf
«W = 4ã^NW ^SW " ^  ‘ koi/2 j
(7.9)
Esta forma difere quando se trata de malha ortogonal, porque a 
equação do ponto fictício passa a depender dos novos pontos NW 
e SW, também fictícios, conforme a Figura 13; portanto, não é
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recomendável usar esta técnica para malhas não-ortogonais.
c) Tipo Robin. Se a condição na fronteira é de convecção de <(>, 
a condição de contorno é expressa por
-k ^  = h(<}, - cf. ) (7.10)
3n w
onde, novamente, os dois casos anteriores se apresentam.
Desta maneira, justifica-se o uso da técnica de pon­
tos fictícios só para as velocidades, uma vez que geralmente 
são conhecidas nas fronteiras. Como a pressão e a temperatura 
ficam armazenadas da mesma forma [não sobre a fronteira) e não 
se usarão pontos fictícios para estas variáveis, as condições 
de contorno são obtidas através de balanços de massa e de ener­
gia para as células de fronteira. Desta forma as condições de 
contorno ficam incorporadas na equação algébrica do ponto de 
fronteira.
7.3 - Condição de Contorno da Velocidade
De acordo com o que se mostrou na Seção anterior,faz- 
se uso da técnica do ponto fictício para as velocidades contra 
variantes, quando não são coincidentes com as fronteiras, apli­
cando-se a Equação (7.1). Isto é válido também, para velocida - 
des prescritas ou de derivada nula na saída, mas deve-se ter 
cuidado quando são aplicadas estas condições de tipo parabóli­
co para a velocidade, já que a malha deve estar alinhada, na
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saída, com o vetor velocidade 1351 . Se esta condição não é sa­
tisfeita, pode originar-se um problema de divergência numêri - 
ca, conseqüência da não conservação da massa.
7.4 - Determinação dos Gradientes de Pressão nos Volumes de Con 
trole das Velocidades Situados na Fronteira
Como as equações de movimento discretizadas são fun­
ção do gradiente de pressão, ê preciso avaliã-lo quando se es­
tá trabalhando num elemento de fronteira.
Seja a Figura 14 onde se quer avaliar o gradiente de
3P
pressão para o volume de controle de V, no ponto 3, median­
te uma aproximação de segunda ordem.
Figura 14 - Volume de controle da velocidade V na fronteira. A-
- 3p
valiaçao do gradiente 3 •
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Tal aproximação de segunda ordem, utilizada em |17| 
tem como perfil, no plano £-P o indicado na Figura 15.
Figura 15 - Aproximação do perfil de pressão na fronteira.
Portanto
P U )  = ao + axÇ + a2Ç2 (7.11)
Fazendo algumas operações,
1P-) = _?---- 3 1 3P. (7.12)
9Ç 3 2 2 9ÇJf 1 J
0 gradiente na fronteira ê determinado passando a pa­
rábola pelo terceiro ponto, obtendo-se












Deve-se atentar para a localização dos eixos com re­
lação ã seqüência dos pontos na parãbola segundo a fronteira, 
uma vez que se origina uma troca.de sinais. No Apêndice B mos -
equações do movimento para as fronteiras onde eles estão pre­
sentes , e fazer o balanço de massa respectivo para obter a e- 
quação da pressão.
7.5 - Condições de Contorno para a Pressão
ponto fictício para a pressão, inserindo-se diretamente as velo 
cidades contravariantes, que atuam nas faces do volume de con - 
trole, sobre a equação da continuidade 1 1 7 1 , originando a equa­
ção de Poisson respectiva, que atualiza o campo das pressões e 
corrige o campo das velocidades.
tram-se os valores dos gradientes de pressão para outras fron -
teiras.
Com o uso destes gradientes é possível determinar as
Como foi mencionado na Seçao (7.2), nao se faz uso do
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Apresenta-se, agora, o caso de uma fronteira Oeste; 
os outros casos podem ser vistos no Apêndice B.
Considere-se a Figura 16, onde a condição de contorno
na fronteira ê de velocidade prescrita U . Este volume de con-r w
trole s-erã identificado pela letra L.
■Ç
Figura 16 - Volume de controle da continuidade, com suas veloci^ 
dades contravariantes, que participam no balanço de 
massa na fronteira.
Aplica-se a Equação (6.1) para o volume elementar de 
fronteira. Como a velocidade na parede ê prescrita, a mesma 
não necessitara ser corrigida, e, portanto,
U = U 
w w
(7.18)
U = U - e e
ad'
>U e (PE
P ) + PJ
Bi2
4Ap




Ps * 2(APf)s (7.21)
onde
AP^ ê o gradiente de pressão no ponto da fronteira
correspondente a sua face, e ê dado pela Equaçao (7.16).
Inserindo estas velocidades na equação da continuida 
de Equação (5.37), obtêm-se as expressões abaixo para o coefi - 
ciente e termo fonte para este volume de controle, onde a equa­
ção para a pressão no ponto de fronteira tem a mesma forma da 
Equação (6.16). Para este volume
A , A , A permanecem inalterados com respeito aos e ne se r r
valores para volume interior,













An = A + A + A + A + A 
P e n s ne se
(7.25)
B = V.V + K ) - K ) v s v n
(7.26)
(7.27)
Da expressão do termo fonte B aparecem novos termos, 
provenientes do gradiente de pressão, que se derivam quando se 
trata de 9 pontos; para uma malha ortogonal, então, estes ter­
mos são nulos.
Se a condição de contorno na fronteira da Figura 16 
for de derivada nula, mantém-se as mesmas considerações anterio 
res para as fronteiras norte e sul, enquanto que seus coeficien 
tes ficam inalterados; a condição que muda é a das velocidades 
nas fronteiras Este e Oeste que tomam o valor
onde são realizados os mesmos passos indicados acima para o ob­
tenção dos coeficientes e termo fonte. 0 mesmo procedimento é 
adotado para todas as outras fronteiras, e os resultados estão 
mostrados no Apêndice B.
7.6 - Determinação dos Gradientes de Temperatura nos Volumes de 
Controle Situados na Fronteira
No Apêndice C mostra-se como são avaliados, no plano 
transformado os fluxos de calor, que são necessários para os 
balanços de calor nos volumes de controle na fronteira. Como
no caso da pressão, estes gradientes levam em consideração as 
derivadas nas duas direções coordenadas. As expressões utiliza­
das para estes perfis são iguais àquelas calculado para a pre_s 
são, ou seja, parabólicas. Obviamente que aproximações lineares 
poderão ser adotadas, principalmente porque para malhas refina - 
das a aproximação parabólica ou linear na fronteira conduz aos 
mesmos resultados.
jam armazenadas no mesmo ponto faz com que o gradiente de tempe 
ratura tenha a mesma expressão que o gradiente de pressão - E- 
quação C7-17).
avaliar o fluxo. 0 valor ê desenvolvido tal como para a pres­
são, onde se tira uma parábola que passe pelos pontos w, P e E, 
da Figura 17. 0 resultado encontrado ê
0 fato de que tanto a pressão como a temperatura se-




É preciso conhecer, ainda, o gradiente de temperatura 
na parede, no caso de se ter uma temperatura prescrita, para
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Figura 17 - Volume de controle para avaliar os gradientes de 
temperatura na fronteira.
Esta equação ê valida para as fronteiras Oeste e Sul, 
devendo-se substituir a simbologia para esta última.
= 3T - — T - —  í 7 31)9n s òlP 3 s 3 U-5L)
Os gradientes para as demais fronteiras aparecem no 
Apêndice C.
7.7 - Condições de Contorno para a Temperatura
Antes de mostrar os balanços de energia nos volumes
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de controle na fronteira, faz-se necessário, para efeito de com 
preensão do fenômeno, aplicá-los a um volume de controle inter­
no. Deve-se evidentemente obter a Equação (5.40) em sua forma 
implícita.
Considere-se a Figura 18, onde o volume de controle 
interno, com seus respectivos fluxos de calor, ê representado.
Figura 18 - Volume de controle de temperatura com seus fluxos 
de calor para o balanço.
A profundidade d do domínio vai implícito na área em 
que atua cada termo segundo a face.
T
0 termo Sg representa, como já indicado no Capítu­
lo 2, o termo fonte produto do efeito difusivo na superfície.
Neste ponto, é conveniente colocar que a difusão do fundo do
 ^ T
domínio se fez igual a zero, ou seja, S„ = 0.
r
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A partir daí, fazendo o balanço, tem-se:
(qw + pUCpT)And w (qs + pVCpT)ACd
(q + pUC T)And I vne p |e (qn + pVCpT)AÇd n
(7.32)
No Apêndice C apresentam-se os valores dos fluxos de 
calor no plano transformado, de acordo com sua fronteira de a- 
plicação.




9n An -kw yJd
3T
9n BJd || .AÇ +
- BJd
9T
3n An + k yJd
9T
3n BJd || nAC +
pUC TAnd) + pVC TAÇd) - pUC TAnd) 
p J w p s P e
pUC TAÇd)n - -f AnAÇ =
pdC
£(Tn+1 _ Tn
J T )AnAÇ (7.33)
Empregando os valores atribuídos às constantes dadas 
pelas Equações (4.19) a (4.21); colocando as aproximações para 
os perfis de temperaturas na forma híbrida, Equações (5.4) a
(5.11), e inserindo a Equação (5.37) da continuidade, obtém- 
se
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. „ n + 1  . T n + 1  . T n + 1  T n + 1   ^ . T n +1
= A  T , .  + A  T  + A  T  + A  T  + S T T  
P P  w W  e E  s S  n N
(7.34)
onde o termo fonte da temperatura STT, diferentemente do ter­
mo fonte da Equação (5.2), contém adicionalmente o termo tran - 
siente no nível iterativo anterior. Este termo, na Equação
(7.34), ordena o nível de iteração.
Então:
STT = C 3T + c |I c,|I r 3T






0 coeficiente Ap ê dado por
A_ - (A + A + A + A ) 
P w e s n
d +E) (7.36)
Para aplicar o balanço de calor no volume de controle 
na fronteira, o procedimento é similar ao aplicado ao volume 
interno.
Seja a Figura 19 onde mostra-se um volume de controle 
na fronteira Oeste, onde a temperatura é prescrita com um fluxo 
de massa também prescrito.
Uma vez feito o balanço de energia no volume de con­
trole, a equação resultante ê
A Tn+1 A Tn+1 , A rpn+1 A Tn+1 CTT
APTP = e E + s S + n N + STT (7.37)
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M 1  2 3ri e 53ÇJn 53ÇJs C V  Jc 1+E PD
(7.38)










M = pU d 
w w w
(7.40)
onde os gradientes de fronteira na Equação (7.39) sao avalia-
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dos coir. os valores da temperatura da última iteração e com
Desta forma, pode-se ter, nas fronteiras, variadas 
condições de contorno, o que, por sua vez, implicará diferentes 
termos fontes e coeficientes Ap. Seja, por exemplo:
a) Fronteira solida com fluxo de calor prescrito
7^- = qC nprescrito 
P
(7.42)
M = pUd = (7.43)
b) Fronteira sólida com temperatura prescrita
JL = _ 
C
P
r 9T 9T 
43n l 23Ç n , s
(7.44)
JL = - r ü  * r II 
1 H  23n w , e
(7.45)
M = 0 (7.46)
c) Fronteira com temperatura e fluxo de massa prescritos








Nestas equações indicou-se que as condições de entra­
da acontecem na fronteira w ou na fronteira s, com saída n ou 
e. Se a fronteira de saída tem uma condição do tipo parabõlico, 
a temperatura de saída na face E, ê igual â temperatura na face 
W, em um volume de controle.
Todos os coeficientes e termos fontes para os diferen 





Neste capítulo constam os exemplos numéricos feitos 
para testar o modelo numérico que serã usado para a solução do 
problema da convecção forçada bidimensional com descarga têrnú 
ca.
Primeiramente, alguns testes hidrodinâmicos são apli­
cados com o objetivo de comparar os resultados com aqueles ob­
tidos por outros autores. 0 problema escolhido ê o do escoamen­
to bidimensional em um canal com uma expansão suave, e os resul 
tados são comparados com a solução padrão apresentada por Napo­
litano § Orlandi 1151 . Varias comparações são efetuadas para es 
te canal para determinados números de Reynolds, mostrando-se os 
diferentes resultados por tabelas e gráficos.
Em seguida, dentro dos testes hidrodinâmicos, é resol 
vido o problema de um canal com profundidade unitária, onde se 
prescreve a velocidade de entrada.
Posteriormente, neste mesmo canal variam-se as profun 
didades linearmente, com o objetivo de testar a parte do progra 
ma que envolve a variação da profundidade.
Mostra-se também o caso de um domínio arbitrário com 
uma descarga térmica havendo perda de calor na superfície por 
convecção, com diferentes temperaturas de descargas e diver -
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sas razoes de fluxos entre o escoamento principal e a descarga 
térmica do jato.
Finalmente, são mostrados os resultados do problema 
bidimensional do lago de geometria e profundidade variável, con 
siderando suas condições de contorno adequadas - resultados que 
são comparados qualitativamente com os de Elliott 1141 , mostran 
do-se os campos de velocidades e temperaturas obtidos com a so­
lução .
8.2 - Testes Hidrodinâmicos
Como mencionado, antes de se resolver o problema da 
descarga térmica resolvem-se os problemas hidrodinâmicos, com 
o objetivo de testar o modelo numérico com resultados disponí­
veis na literatura.
8.2.1 - Escoamento em um Canal com Expansão
0 primeiro problema escolhido para teste foi o do es­
coamento laminar em um canal com uma expansão, conforme mostra­
do na Figura 20. Este problema foi escolhido pelo Grupo de Tra­
balho em Simulação de Escoamentos, da Associação Internacional 
para Pesquisas Hidráulicas, como um teste apropriado para veri­
ficação da robustez dos métodos numéricos atuais. Os resultados 
obtidos por 15 participantes são apresentados e comparados com 
uma solução padrão (benchmark solution) em |15|, em termos da 
vorticidade e pressão na parede do canal.
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Figura 20 - Geometria do canal para Re = 10.
0 problema ê resolvido para número de Reynolds igual 
a 10 e 100, sendo a geometria do canal dependente deste número 
de acordo com a seguinte expressão:
y = |tanh(2 - 30x/Re) - tanh(2)|/2 para
0 < x < x = Re/3— — saída ( 8 . 1 )
As demais condiçoes sao
y = 1 no contorno superior ( 8 . 2 )
e as -componentes cartesianas da velocidade na entrada sao
u = 3(y - y /2) e v = 0 para x = 0 0 .< y <L 1
(8.3)
Observe-se que a expansão ê modificada com o número 
de Reynolds.
Como ê imprescindível determinar a vorticidade, tem- 
se para ela a seguinte expressão no sistema x-y
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“  -  i r  '  i r  ( g - 4 ’9x 3y
No plano transformado, pela regra da cadeia, com velo 
cidade da parede igual a zero, tem-se
Os trabalhos relatados em 115 J utilizam o sentido dos 
ponteiros do relógio como positivo para a vorticidade, ao con - 
trãrio, portanto, da definição dada pela Equação (8.4). Todos 
os resultados apresentados nesta dissertação seguem a convenção 
de 115 | ,
Para calcular os gradientes de velocidade, necessá­
rias na Equação (.8 .5), admite-se um perfil parabólico para a 
velocidade, sendo, a derivada obtida deste ajuste para três pon­
tos de velocidades, conforme Figura 21.
É importante salientar que o presente problema, ape­
sar de sua aparente simplicidade, apresenta uma região de recir 
culação que muitos métodos utilizados não conseguiram captar.





- Volume de controle para u e v no calculo de 
gradientes.






v(n) = bQ + b1n + b2n'
3v
■?ïï)f b l 3v- " ~3 3
.seus
( 8 . 6 )
(8.7)
( 8 . 8 )
(8.9)
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Como se dispõe de todo o campo de velocidades carte - 
sianas, são avaliadas as vorticidades na parede; os resultados 
são mostrados nesta seção.
Para determinar a pressão na parede, nos pontos onde 
isso se faz necessário, de acordo com |15|, foram usadas medias 
dos valores disponíveis, conforme Figura 22
Figura 22 - Volume de controle da pressão para calcular seus 
gradientes nos pontos f.
por
Com o uso da Equaçao (B.8) podemos calcular P^ e P
(8 .10)
0 valor no ponto f ê então determinado por
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P + P ,
p£ = _w_ _ _ w l (8>11)
Considerando as condições dadas, foi decidido, em
J15|, tomar como pressão de referência igual a zero o valor cor 
respondente a x/xsaJda = 0.5, ou seja, na metade do canal. Isto 
foi feito pelas singularidades produzidas nos extremos, devido 
ãs diferentes condições de contornos tomadas pelos autores.
0 problema foi resolvido com a utilização das técni­
cas dos volumes finitos, com as aproximações hídridas correspon 
dentes no plano transformado, de acordo com o já exposto. Ma­
lhas não ortogonais 20x20 foram tratadas com uma grande concen­
tração de linhas n, perto da parede, e da mesma forma se procu - 
rou atração de linhas E, de modo a deixar uma malha quasi-ortogo 
nal; este caso ê denominado TEST 2.
Para as comparações foram usados dois tipos de ma­
lha. Uma tem valores dados porcentualmente na direção y, para 
a seção de entrada, com valores pequenos perto da parede para 
obter concentrações, e com valores para a direção x, distribuí­
dos sem atração nas linhas Ç (Figura 23). Este é o caso denomi­
nado TEST 1 onde a malha não tem o tratamento adotado por |26 j , 
e ê gerada algebricamente.
A outra malha utiliza o método descrito em |26| e cor 
responde a TEST 2. Mostrada na Figura 24, esta malha foi cons­
truída com atrações tanto para as linhas n e Ç como para pon­
tos, procurando-se obter uma malha quasi-ortogonal.
Nesta malha os valores de x, y são fornecidos apenas 
para os contornos do domínio, entendendo-se logicamente que no 
contorno inferior os valores de y são funções de x dados pela
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Figura 23 - Malha utilizada no problema canal com Re = 10. Caso 
TEST 1.
Equação (8.1). Os valores internos são calculados via programa 
computacional, onde as atrações dadas foram as seguintes, de 
acordo com as Equações (3.23) e (3.24).
Atração para linhas
Linha n Coeficiente Expoente
2 100 0 . 1 0
22 40 0.1.5 
Linha £
12 10 0 . 1 0  
22 10 0 . 1 0
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Deve-se mencionar que esta malha foi construída num 
microcomputador PC, através do aplicativo GERMAL - Gerador de 
Malhas |34|. A malha final foi transferida para o programa prin
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cipal no computador IBM 4341, onde todos os casos foram desen - 
volvidos.
As equações governantes do'problema do canal com ex­
pansão foram resolvidas no plano transformado. 0 método das So- 
bre-Relaxações Sucessivas (S.O.R) foi aplicado com base no cri­
tério de convergência adotado em |33|, onde o valor para a ve­
locidade foi de e=1.0E-04 e a pressão foi sobre-relaxada 
com valor de w = 1.5. Isto foi' feito para as duas malhas.
As condições de contorno são as indicadas na Figura
25.
Fronteira de Simetria 3u/9y=v=o
Figura 25 - Domínio do canal com as condições de contorno util^ 
zadas.
Em j15|, ficou a critério dos participantes a especi­
ficação da condição de contorno na saída. Neste trabalho usa-se
94
a condição fraca de derivada nula.
0 tempo de CPU empregado no caso de TEST 1 foi de
20 min, aproximadamente, com 330 iterações e no caso de TEST 2 
foi de 25 min, com 235 iterações.
Antes de expor os resultados ê conveniente indicar que 
o outro caso de comparação ê com Re = 100, onde a malha cons­
truída foi similar ao caso de TEST 1, com algumas variações na 
porcentagem de calculo da ordenada y. As demais condições se re 
petem: condições de contorno e critério de convergência. 0 tem­
po de CPU foi de 35 min, com 370 iterações. Chamou-se a este 
caso TEST 3, para efeito de comparação.
Nas Tabelas 3 , 4 , 5  e 6 aparecem os valores 
da vorticidade e da pressão na parede para Re = 10 e Re = 100, 
obtidos neste trabalho, e aqueles obtidos em alguns casos mais 
representativos, para efeito de comparação, encontrados em j 15 |. 
Os resultados são mostrados com seus valores numéricos para
maior fidelidade na comparação. As características fundamentais 
dos modelos utilizados serão descritas apõs os resultados.
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Tabela 3 - Vorticidade na parede para Re = 10
X/ y
saída CJG H R WA 2 TEST 1 TEST 2
0.00 3.0000 3.0000 3.0000 3.0000 3.0000 3.0000
0.05 2.5750 2.5760 2.4000 2.5660 2.5920 2.6040
0.10 1.7060 1.6977 1.4660 1.8200 1.6780 1.6700
0.15 0.3990 0.3923 0.0600 0.9330 0.3005 0.3598
0.20 -0.1000 -0.0924 -0.0800 0.1520 -0.1254 -0.0996
0.25 -0.1350 -0.1311 -0.1000 0.0160 -0.2399 -0.1483
0.30 -0.1080 -0.1074 -0.1220 -0.0510 -0.1070 -0.1234
0.35 -0.1060 -0.1043 -0.1240 -0.0002 -0.1130 -0.1139
0.40 -0.1030 -0.1015 -0.1034 -0.0450 -0.1094 -0.1162
0.45 -0.0790 -0.0772 -0.0620 0.0640 -0.0869 -0.0991
0.50 -0.0330 -0.0293 0.0000 0.0900 -0.0356 -0.0407
0.55 0.0270 0.0327 0.0660 0.1330 0.0230 0.0290
0.60 0.0920 0.1009 0.1320 0.1830 0.0930 0.0814
0.65 0.1570 0.1705 0.2000 0.2360 0.1483 0.1439
0.70 0.2170 0.2384 0.2320 0.2900 0.2037 0.2066
0.75 0.2720 0.3034 0.2660 0.3450 0.2517 0.2533
0.80 0.3190 0.3652 0.3000 0.4050 0.2996 0.3000
0.85 0.3570 0.4230 0.3320 0.4740 0.3172 0.3188
0.90 0.3850 0.4753 0.3320 0.5590 0.3347 0.3375
0.95 0.4020 0.5152 0.3320 0.6610 0.3347 0.3375
1.00 0.4080 0.5317 0.3320 0.7530 0.3347 0.3375
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Tabela 4 - Pressão na parede para Re = 10
X/y
saída CJG H R WA 2 TE ST 1 TEST 2
0.00 -0.6650 -0.4154 -0.1625 -0.0450 -0.3300 -0.3212
0.05 -0.3170 -0.3187 -0.1450 -0.0500 -0.3159 -0.3187
0.10 -0.3400 -0.3386 -0.1250 -0.0640 -0.3285 -0.3367
0.15 -0.2620 -0.2602 -0.0750 -0.0480 -0.2593 -0.2629
0.20 -0.1510 -0.1497 -0.0375 -0.0350 -0.1481 -0.1609
0.25 -0.0920 -0.0933 -0.0225 -0.0200 -0.0996 -0.0977
0.30 -0.0680 -0.0683 -0.0175 -0.0090 -0.0667 -0.0731
0.35 -0.0530 -0.0529 -0.0125 -0.0080 -0.0516 -0.0564
0.40 -0.0370 -0.0358 -0.0100 -0.0060 -0.0353 -0.0397
0.45 -0.0180 -0.0178 -0.0050 -0.0030 -0.0175 -0.0204
0.50 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.55 0.0160 0.0165 0.0075 0.0040 0.0157 0.0184
0.60 0.0300 0.0302 0.0125 0.0070 0.0320 0.0293
0.65 0.0410 0.0413 0.0200 0.0100 0.0403 0.0398
0.70 0.0500 0.0504 0.0220 0.0170 0.0485 0.0502
0.75 0.0570 0.0574 0.0270 0.0180 0.0546 0.0566
0.80 0.0620 0.0613 0.0310 : 0.0160 0.0606 0.0629
0.85 0.0660 0.0636 0.0330 0.0160 0.0649 0.0685
0.90 0.0680 ■ 0.0634 0.0350 0.0140 0.0691 0.0740
0.95 ' 0.0700 0.0603 0.0370 0.0080 0.0727 0.0800
1.00 0.0710 0.0560: 0.0380 -0,0030 0.0763 0.0859
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Tabela 5 - Vorticidade na parede para Re = 100
X/ Y
saída CJG H R WA 2 TEST 3
0.00 3.0000 3.0000 3.0000 3.0000 3.0000
0.05 2.5016 2.5109 2.5000 2.3730 2.9580
0.10 1.7216 1.7082 1.8600 1.6770 1.7440
0.15 0.7315 0.7284 1.0000 1.0490 1.0850
0.20 0.1018 0.1116 0.3320 0.3810 0.0330
. 0.25 -0.0954 -0.0898 -0.1320 0.2720 -0.0824
0.30 -0.1280 -0.1237 -0.2000 0.1960 -0.1671
0.35 -0.0981 -0.0936 -0.1320 0.1550 -0.0664
0.40 -0.0320 -0.0273 -0.0600 0.1230 -0.0380
0.45 0.0513 0.0568 0.0600 0.2770 0.0924
0.50 0.1386 0.1449 0.2000 0.3420 0.1452
0.55 0.2220 0.2285 0.0266 0.4000 0.2621
0.60 0.2973 0.3043 0.4000 0.4510 0.3039
0.65 0.3638 0.3713 0.4660 0.4870 0.3950
0.70 0.4223 0.4296 0.6000 0.5420 0.4230
0.75 0.4729 0.4799 0.6400 0.5790 0.4930
0.80 0.5156 0.5232 0.5000 0.6140 0.5110
0.85 0.5524 0.5599 0.4660 0.6440 0.5652
0.90 0.5843 0.5910 0.5200 0.6720 0.5765
0.95 0.6101 0.6162 0.5340 0.7000 0.6190
1.00 0.6210 0.6378 0.5600 0.7250 0.6190
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Tabela 6 - Pressão na parede para Re = 100
X/Y
saída
CJG H R WA 2 TEST 3
0.00 -0.2147 -0.2114 -0.1050 -0.0010 -0.2148
0.05 -0.2357 -0.2359 -0.1050 -0.0060 -0.2271
0.10 -0.2275 -0.2281 -0.1000 -0.0110 -0.2354
0.15 -0.1836 -0.1848 -0.0925 -0.0150 -0.2091
0.20 -0.1339 -0.1342 -0.0725 -0.0130 -0.1610
0.25 -0.0979 -0.0985 -0.0500 -0.0100 -0.1162
0.30 -0.0717 -0.0723 -0.0375 -0.0070 -0.0823
0.35 -0.0494 -0.0500 -0.0250 -0.0050 -0.0551
0.40 -0.0304 -0.0304 -0.0150 -0.0030 -0.0324
0.45 -0.0135 -0.0137 -0.0075 -0.0020 -0.0141
0.50 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.55 0.0105 0.0108 0.0030 0.0010 0.0106
0.60 0.0185 0.0190 0.0075 0.0020 0.0184
0.65 0.0245 0.0249 0.0100 0.0020 0.0239
0.70 0.0287 0.0288 0.0100 0.0020 0.0275
0.75 0.0303 0.0311 0.0050 0.0030 0.0294
0.80 0.0313 0.0320 0.0025 0.0030 0.0301
0.85 0.0313 0.0317 0.0050 0.0040 0.0297
0.90 0.0294 0.0305 0.0075 0.0040 0.0285
0.95 0.0273 0.0285 0.0100 0.0030 0.0262
1.00 0.0253 0.0258 0.0100 0.0030 0.0231
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Sao as seguintes as características dos métodos cujos 
resultados foram comparados com os do presente trabalho•
—  CJG,Cliffeet al. |15| - Método dos elementos finitos, com 
elementos isoparamêtricos de 9 pontos, utilizando as variã - 
veis primitivas u v e P. Usa malha independente na solução.
—  H, A.G. Hutton |15| - Usa a técnica dos elementos finitos a- 
través do método de Galerkin, com continuidade incorporada 
pelo método de multiplicadores de Lagrange, para resolver as 
equações de Navier-Stokes. Resolve com u, v, P.
—  R, A.K. Rasgoti |15| - Para a solução do problema usa dife - 
renças finitas nas equações de Navier-Stokes em coordenadas 
curvilíneas ortogonais. Na solução da malha usa a equação 
de Laplace em diferenças centrais. Emprega a integração so­
bre os volumes elementares para solução das equações de con­
tinuidade e momento, e aproximações híbridas para os termos 
difusivos e convectivos. 0 problema é solucionado com as va­
riáveis u, v, P.
—  WA 2, A. Wada § K, Adachi 115 j - Na solução das equações de 
Navier-Stokes adota-se a técnica de diferenças finitas com u- 
tilização das variáveis u, v, P. Desenvolvem-se as equações 
em um sistema de coordenadas cartesianas com interpolações 
para as condições de contorno.
Os valores mostrados nas tabelas anteriores são tam­
bém apresentados nas Figuras 26, 27, 28 e 29, a seguir. Para nu 
mero de Reynolds igual a 100, apenas a solução padrão de Cliffe 
et al. é mostrada, comparada com a obtida neste trabalho.
Napolitano e Orlandi |15| adotaram os seguites crité-
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onde e e e sao os erros médios para o cálculo da vorticidade 
0) P
e da pressão, respectivamente; o)i e Pi são vorticidades e pres­
sões ao longo da parede em pontos igualmente espaçados, e o 
subscrito CJG indica a solução padrão de Cliffe et al.
De acordo com as expressões dadas pelas Equações
(8.12) e (8.13), os resultados encontrados são resumidos na 
Tabela 7.
Tabela 7 - Resumo dos resultados
GRUPO




CJG 0.0 0.0 0.0 0.0
H 9.22 2. 24 3.70 1.50
R 30.14 61. 25 43.11 61.16
WA 2 111.92 78.92 135.48 90.43
TEST 1 12.83 2.98 - -
TEST 2 10.00 5.52
TEST 3 - - 18.60 6.96
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Figura 27 - Distribuição da pressão na parede para Re = 10.
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x/x 'A/ a SAIDA
Figura 28 - Distribuição da vorticidade na parede para Re = 100.
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x / x  Soido
Figura 29 - Distribuição da pressão na parede para Re = 100.
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Observando a Tabela 7, constata-se que os resulta - 
dos TEST 1 e TEST 2 (obtidos com diferentes malhas, mas ambas 
com 20x20 elementos), para Re = 10, são bastante bons se compa­
rados com aqueles de Hutton (H). E importante mencionar que os 
resultados de Hutton são os melhores apresentados no trabalho 
comparativo de (151 . Para Re = 100, obtido com uma malha com a 
mesma característica daquela do TEST 1, os resultados no cálcu­
lo da pressão e da vorticidade não apresentam a mesma performan 
ce. Entretanto, se comparados com aqueles das outras quinze so­
luções propostas, classifica-se entre os oito primeiros. Nenhum 
esforço foi feito para melhorar estes resultados, uma vez que 
jã ficara demonstrada a eficácia do método. Basta observar, em 
115[ , que existem valores em iguais até 135, e para i-
guais até 90. A primeira providência para aprimorar os resulta­
dos para Re = 100 é concentrar ainda mais as linhas coordena - 
das junto ã fronteira, cujos espaçamentos foram semelhantes a 
aqueles usados para Re = 10.
Convêm ainda observar que, apesar de o método de Hut­
ton apresentar desempenho levemente superior ao do presente mé­
todo, a Figura 26 mostra que os valores da vorticidade na saí­
da do canal, calculados neste trabalho, melhor concordam com a 
solução padrão de Cliffe et al. do que os resultados de Hutton.
Também ê interessante comparar os resultados deste 
trabalho com os de Rasgoti, uma vez que este usa técnicas seme­
lhantes na solução do problema (volumes finitos), com coordena­
das ortogonais coincidentes com a fronteira. Os valores de e 
Ep encontrados por Rasgoti para Re = 10 e Re = 100 são bem mais 
elevados do que os encontrados na presente dissertação, confor­
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me Tabela 7.
Convêm ainda tecer comentários a respeito do método 
WA 2, que utiliza coordenadas cartesianas com interpolação das 
condições de contorno na fronteira. Os resultados obtidos para 
esse método são os piores apresentados, e, de acordo com |15|, 
é claramente inadequado para a solução de escoamentos em geome- 
trias complexas. Por exemplo, para Re = 100 o método não captu 
rou a recirculação existente.
A análise dos resultados acima permite concluir que 
o método empregado neste trabalho é comparável aos melhores de^ 
critos em 1151 e, portanto, é confiável e adequado para ser utji 
lizado na previsão de descargas térmicas em rios ou lagos com 
profundidade variável.
8.2.2 - Canal com Profundidade Variando Linearmente
Como o problema de interesse é definido em domínios 
com profundidade variável, resolve-se o problema hidrodinâmico 
bidimensional do escoamento em um canal reto com profundidade 
variável para fins de teste do algoritmo.
0 propósito deste teste é verificar a conservação da 
massa através das variações do campo de velocidade. Duas situa­
ções com respeito â profundidade são analisadas. Os dois casos 
são testados com Re baixos, ou seja, com efeitos difusivos do­
minantes .
No primeiro caso, trata-se de um canal reto, onde as 
paredes Norte e Sul são consideradas fronteiras de simetria.
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A malha utilizada neste caso foi de 10x20, do tipo 
ortogonal, igualmente espaçada nas direções x e y, respectiva­
mente. As medidas adimensionais são de 0.5x2 e as condições de 
contorno estão indicadas na Figura 30, onde não foram considera 
das as tensões de atrito no fundo nem na superfície do canal,
0 u  ~ U  o V  C V  Aou seja, Sg = Sp = Sg = Sp = 0
Figura 30 - Canal reto com profundidade constante no domínio.
Obviamente o resultado deste problema é u = 1, cons­
tante para todo o domínio. Entretanto, como o processo ê itera­
tivo e as velocidades iniciais foram feitas iguais a zero, to 
das as velocidades devem convergir para a unidade sem oscila­
ções, o que foi observado.
No segundo caso, trata-se do mesmo canal, porém com 
a profundidade variando linearmente, partindo de um valor unitã 
rio na entrada, até duplicar-se no centro do canal, e novamente
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diminuindo até a saída, como é mostrado na Figura 31.
Fronteiro de Simetria
Figura 31 - Canal reto com profundidade variável linearmente.
As condiçõesxde contorno são mantidas, como aparece 
na Figura 31. A malha empregada ê a mesma - 10x20 ortogonal - , 
desenvolvendo-se as equações no plano transformado e levando-se 
em conta a profundidade variável do domínio.
O objetivo principal deste caso foi testar os termos 
que envolvem a variável d (profundidade) nas equações de conser 
vação, resolvendo-se um problema cuja solução é conhecida. De 
fato, a velocidade média no centro do canal respeitou a conser­
vação da massa e atingiu ao valor 0.5.
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'8.3 - Testes Envolvendo Transferência de Calor
A seguir, com o objetivo de testar qualitativamente a 
equação da energia envolvendo o termo de troca de calor pela su 
perfície, o problema da descarga de um jato em um canal arbitra 
rio é resolvido para diferentes relações de vazão do canal e 
do jato, com diferentes temperaturas de descargas.
8.3.1 - Teste em uma Geometria Variável com Jato e Perda de Ca­
lor na Superfície
Nesta primeira situação é considerado um domínio ar­
bitrário, como indica a Figura 32, afetado pela descarga de um 
jato quente, levando-se em consideração a perda de calor em to­
da a superfícies do lago. 0 regime é considerado laminar.
Resolve-se o problema em uma malha não ortogonal de 
12x36, adotando-se o critério dado por 1261 , onde atrações pa­
ra as linhas n e £ foram usadas, resultando a malha indicada 
na Figura 33.
As condições de contorno adotadas correspondem -ás mos 
tradas na Figura 32, que são introduzidas nas equações discret^ 
zadas, via balanços de conservação nos volumes elementares 
de fronteira.
Leva-se em conta uma perda de calor na superfície co­
mo produto das diferenças de temperaturas entre o fluido e o 
ar, a qual é calculada na forma convectiva mediante a expres­
são conhecida
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li = v = 2T/ 3 n = o
u = o 
T
Figura 32 - Domínio físico de uma geometria variável com suas 
condições de contorno.
« c = H(T - W  t8-14)
que atua como termo fonte nos balanços de cada célula dos volu
Tmes elementares e corresponde ao valor de Sg na equaçao (2.4) 
da temperatura. Outras troca de calor através da superfície co 
mo evaporação e radiação podem ser levadas em consideração sem 
a menor dificuldade.
Com isto, deu-se desenvolvimento ao problema, chegan­
do-se aos resultados mostrados nas Figuras 34 e 35 onde
p _ _ Vazão do escoamento principal (8.15)
Qj " Va zão do Jato
111
Figura 33 - Malha nao ortogonal usada na geometria variavel no 
plano físico.
Pela Figura 34, pode-se observar que os resultados
das isotermas estão de acordo com a física do problema, ou
seja, â medida que a temperatura do jato aumenta, para uma
mesma temperatura ambiente e mesma razão R, as isotermas têm 
uma maior penetração no domínio.
Por outro lado, a Figura 35 mostra o resultado das i- 
sotermas para uma mesma temperatura do jato com duas razões 
distintas, R = 4 e R = 8. Novamente acontece o fenômeno espera­
do, porquanto as isotermas com menor razão aumentam sua penetra 
ção no interior do domínio.
4
Figura 34 -
termas com temperaturas a a 
40?C para R = 4. 6 escarga de 30?C
00 00
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Figura 35 - Isotermas com temperaturas de descarga de 30?C pa 
r a R = 4 e R = 8 .
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Também foi detectado que, para uma mesma razão, ele­
vando-se a temperatura, os efeitos difusivos aumentam a montan­
te. Igual situação se produz para menores nümeros de Reynolds, 
com uma mesma temperatura de descarga e mesma razão.
8.3.2 - Escoamento Bidimensional com Descargas Térmicas em um 
Lago de Geometria e Profundidade Variáveis
0 objetivo principal desta dissertação ê a determina­
ção dos campos de velocidades e temperaturas produzidos em um 
lago ou rio de geometria arbitrária, pelo efeito da descarga de 
um jato quente em fluxo cruzado.
Os resultados são comparados qualitativamente com os 
apresentados por Elliott |14|, cujo modelo ê tridimensional, e 
que resolveu o problema da descarga de um jato quente no lago 
Ontário, no Canadá, cuja geometria variável, juntamente com a 
batimetria, a posição de descarga da água de condensação e o ní 
vel do contorno do lago em relação ao nível do mar são mostra - 
dos na Figura 36.
Na Figura 37 o domínio utilizado na solução numérica 
ê indicado, com uma discretização com 16 x 27 volumes elementa 
res do tipo não-ortogonal. As linhas foram concentradas com
maior intensidade nos lugares de altos gradientes e no lugar 
da descarga do jato quente, conforme pode ser observado na Figu 
ra 38.
Como se optou neste trabalho, por um modelo bidimen - 
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vel mostrar o perfil do fundo do lago, correspondente a uma se­
ção A-A, como indicado na Figura 39. Cabe observar que a Figura
águas não muito profundas, isto prejudicaria o entendimento da 
figura. Assim, a cada volume elementar corresponde uma profun 
didade determinada. As profundidades são fornecidas ao progra­
ma computacional nos quatro vértices de um volume elementar pa­
ra a temperatura. Em quaisquer outras partes do volume de con - 
trole - para a temperatura ou para outra variável - que a pro - 
fundidade seja necessária, ela é determinada através de média, 
utilizando-se os quatro pontos conhecidos.
lo 2, não foram consideradas as tensões produzidas por atrito 
no fundo, e na superfície - esta produzida pelo vento. Igualmen 
te não se considerou o valor da perda de calor na superfície do
dos outros processos envolvidos, como, por exemplo, a incorpora 
ção de fluido frio ao jato ("entrainment"), principalmente per­
to da descarga.
39 nao corresponde â escala normal, já que, por tratar-se de
Além das hipóteses simplificativas expostas no Capítu
lago, pois a contribuição deste termo é pequena em relaçao ã
Assim, de acordo com o exposto, temos
S“ .  Sv .  0 (8.15)
(8.16)
(8.17)
As condições de contorno utilizadas no presente traba
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lho foram:
. Fronteira Este - fronteira de entrada do escoamento principal 
do lago com velocidade da corrente de 0.11 m/s normal à fron­
teira, com temperatura de 169C.
. Fronteira Sul - consideram-se velocidades e fluxo de calor 
prescrito igual a zero. Para os volumes localizados na descar 
ga do jato, tem-se uma vazao de 114 m /s em uma area conheci 
da. 0 vetor velocidade do jato tem a direção indicada na Fi­
gura 40, enquanto que a temperatura do jato ê de 279C.
. Fronteira Norte - é uma fronteira considerada impermeável de 
livre deslizamento; seu contorno se aproxima da forma das
linhas de corrente do fluxo 113 j. Isto leva a considerar uma 
componente da velocidade respeitando o deslizamento, enquanto 
que a outra componente normal toma o valor zero. Com respei. 
to â temperatura, a condição preservada é de fluxo prescrito 
igual a zero em toda a fronteira.
. Fronteira Oeste - nesta fronteira, paralela ao eixo y, foram 
consideradas três condições de contorno para a velocidade.
a) Condição de derivada nula na componente da veloci­
dade normal â fronteira de saída; a outra componente foi man­
tida com valor zero. Tal condição transmitiu efeitos de recir 
culação existentes até a saída. Este fenômeno se deve ao fa­
to de haver um alto número de Peclet no domínio, transmitin 
do, então, para a saída, os efeitos de recirculação o que não 
concordava com a condição de contorno localmente parabólica, 
destruindo a solução. Exatamente o mesmo problema é relata­
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b) Velocidade prescrita constante na saída, como uma 
maneira de evitar os efeitos de recirculação na saída, onde 
a conservação da massa era mantida. Esta condição também foi 
considerada em |13|.
c) Também velocidade prescrita na saída, mas varian 
do linearmente com y desde a fronteira Sul até a fronteira 
Norte. 0 objetivo desta condição de contorno foi testar os re 
sultados das condições de contorno dadas por b) e as condi­
ções de c); não foram encontradas maiores variações, o que da 
va validade â condição de contorno considerada. A não influên 
cia da condição de contorno na saída jã era esperada, devido 
ao alto número de Peclet e Reynolds, do escoamento, como foi 
comentado.
Para o caso da temperatura foi considerada a condição 
de contorno fraca, de derivada nula.
As condições de contorno são resumidas na Figura 40.
Deve-se observar que os dados utilizados correspondem 
ao caso denominado "Normal" no artigo de Elliott |14|.
Para tentar reproduzir os resultados encontrados em 
J14| , um modelo de turbulência constante, também usado em 114 | 
foi usado para as equações de movimento e energia. Em tal situa 
ção, usa-se uma viscosidade absoluta turbulenta igual a cem 
(yt= 100^^^m , que é o valor recomendado em 113 | e em|36|,para 
este tipo de problema. Automaticamente, utilizando o número de 
Prandtlturbulento, igual a 0.7, o valor da condutividade térmi­
ca ê dado por
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y*/p v-u
P . = — —  = ~  C (8.18)
rt at k p
l00(kg/ni-s)
kt - 0.7 Cp '8-19’
Na solução dos sistemas de equações usou-se a técnica 
S.O.R. para regime permanente. 0 critério de convergência foi 
de e =5.0E-04, atuando na velocidade sem relaxação na pressão, 
enquanto que para a temperatura o coeficiente de relaxação foi 
de 0.8, com um erro máximo de ERT = 1.0E-05. 0 tempo de CPU ocu 
pado no modelo numérico foi de 18 min, aproximadamente, conver­
gindo em 180 iterações para a velocidade e em 190 iterações pa­
ra a temperatura.
Na seqüência, as diferentes figuras mostram os resul­
tados dos campos de velocidades e temperaturas obtidos neste 
trabalho, bem como os apresentados em J14|, efetuando-se uma 
comparação qualitativa.
No modelo descrito em |14| as tensões de cizalhamento 
produzidas pelo vento são consideradas.
Uma grande diferença entre os resultados dos dois mo­
delos é que, no modelo tridimensional, a descarga do jato é a- 
fetada pelos efeitos da convecção natural, levando o jato em 
direção a superfície, o que faz com que haja uma maior penetra­
ção do jato no corpo d'água. Já no modelo deste trabalho, o ja­
to penetra em toda a área normal a descarga, devido â considera 
ção da profundidade, e como não tem efeitos de flutuação, sua 
penetração no domínio é menor, pois se dá ao longo de toda a 
profundidade. Estes efeitos de penetração do jato são mostrados 

































































Por outro lado, a Figura 41 retrata a existência de 
efeitos-de recirculação, que, de acordo com a geometria do la­
go, são fisicamente esperados. Estes efeitos não são captados 
em 1141 , como a Figura 42 registra.
Nas Figuras 43, 44, 45 e 46 são mostradas as isoter- 
mas obtidas com os dois modelos.
0 modelo descrito em |14| é dividido em cinco níveis 
de profundidade, desde um valor dado por k = 1 para a superfície 
atê k = 5 para o fundo; nas Figuras 44 e 45 aparecem as isoter- 
mas para os níveis k = 2 e k = 3. Mostram-se apenas os níveis de 
isotermas para k = 2 e k = 3 por que as isotermas para k = 1 são 
praticamente iguais ãquelas para k=2. Quanto ãs isotermas para 
k = 4 e k = 5, são similares ãs de k = 3.
Comparando-se as Figuras 43 e 44, observam-se as dife 
renças entre as isotermas obtidas com os dois modelos, resultan 
do também da diferente penetra-ção dos jatos devido ao efeito jã 
explicado. Ou seja, com o jato tem uma maior penetração no mo­
delo 114 j , suas isotermas têm um raio de ação maior que no caso 
do modelo deste trabalho.
Na Figura 46 aparecem as isotermas de 17°C, correspon 
dentes ao modelo 1141 , para k = 2 e k = 3, ao lado da isoterma ob 
tida neste trabalho, colocando-se esta entre as duas anterio - 
res. Portanto, as isotermas deste modelo representam os valores 
médios do modelo |14|, ou seja, para k entre 2 e 3, como era 
esperado, jâ que o presente modelo representa a média na profun 
didade.
Com estes resultado§, observa-se que os efeitos de 
flutuação do jato são os principais responsáveis pelas diferen-
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ças entre os dois modelos, é importante observar também que, do 
ponto de vista de estratificação do campo de temperatura, o la­
go considerado em |14| não pode ser caracterizado como de ãguas 
rasas. Para um problema que considerasse um corpo d 'água de me­
nos profundidade os resultados obtidos com este modelo certamen 
te representariam ainda melhor os diversos níveis de profundida 
de.
Finalmente, pode-se concluir que o modelo mostrado nes 
ta dissertação apresenta resultados qualitativamente muito bons, 
quando comparados aos de Elliott 1141 , já que todas as tendên 
cias físicas foram captadas pelo modelo dentro da média espera­
da. Para além desta comparação, é recomendável testar este mod£ 
lo com dados experimentais obtidos em ãguas não profundas. Esta 
última etapa não foi objeto deste trabalho; realizá-la fica co­
mo recomendação para atividades futuras, qué poderão incorporar 




















































































































































No presente trabalho foi desenvolvido um modelo numé­
rico bidimensional elíptico para a solução do problema da des­
carga térmica em um lago de geometria e profundidade variáveis.
0 modelo utiliza sistemas de coordenadas generaliza­
das, que se adaptam â geometria do domínio, transformando-se 
posteriormente num domínio retangular, que fica independente 
da geometria inicial. Isto confere grande generalidade ao mode­
lo .
No teste hidrodinamico efetuado, resolvendo-se o pro­
blema de um canal com expansão, o método demonstrou muito bom 
desempenho, apresentando resultados que o classificam entre os 
melhores dos analisados em |15|.
0 modelo também foi testado para o caso de uma descar 
ga térmica num lago de geometria e profundidade variáveis, con­
siderando-se a descarga de um jato quente em escoamento cruza­
do. Estes resultados foram comparados qualitativamente àqueles 
obtidos com o modelo tridimensional descrito em |14|, encontran 
do-se os valores médios esperados.
Devido aos altos números de Peclet da malha, as re­
giões de recirculação perto da saída do domínio propagam-se até 
esta saída quando a condição de derivada nula é utilizada. 0 
problema foi resolvido prescrevendo-se a velocidade na saída e 
comparando-se os resultados para duas condições diferentes. Con
forme comentado, os mesmos problemas foram encontrados no mode­
lo tridimensional descrito em j13|, que ê o mesmo modelo usado 
em |14|.
Os objetivos perseguidos nesta dissertação foram al - 
cançados plenamente, resultando no desenvolvimento de uma meto­
dologia que é aplicável a problemas de descargas de jatos em 
águas rasas, onde os efeitos de flutuação não são significati­
vos. Muitos outros problemas bidimensionais da Mecânica dos Flui 
dos e Transferência de Calor podem ser resolvidos aplicando-se 
este modelo. 0 uso de coordenadas coincidentes com a fronteira 
o torna ainda mais geral.
Como continuação deste trabalho é necessário comparar
o modelo com resultados experimentais medidos em descargas em 
águas rasas e com resultados numéricos obtidos através de pro­
gramas bidimensionais com médias nas profundidades.
Recomendável é ainda a inclusão de um modelo de tur­
bulência que apresente adequadamente as trocas de calor e a 
quantidade de movimento entre o jato e o corpo d'ãgua. Para á- 
guas profundas com efeitos de flutuação do jato é necessário o 
uso de um modelo tridimensional completo. 0 desenvolvimento de 
um programa desta natureza é uma etapa que deve seguir-se ao 
presente trabalho, a exemplo do que foi realizado nos países d£ 
senvolvidos, para que aperfeiçoamentos e crescimento científi­
co sejam alcançados na área de previsão numérica de descargas 
térmicas em corpos d'águas.
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COMPRIMENTO NO DOMÍNIO FÍSICO 
EQUAÇÕES GOVERNANTES NO PLANO TRANSFORMADO
A.l - Introdução
Neste Apêndice apresenta-se:
—  o calculo dos comprimentos e áreas dos volumes de controle 
no plano físico, em função das métricas.
—  a relação entre as componentes cartesianas e as componentes 
contravariantes.
—  A determinação das equações governantes no plano transforma­
do, mostrando-se a invariabilidade da equação de conserva - 
ção da massa quanto a sua estrutura.
—  A manutenção da estrutura conservativa da equação genérica 
governante no plano trans,formado.
A.2 - Comprimentos e Áreas no Plano Transformado
As expressões para calcular comprimentos e áreas do 
domínio físico são aqui obtidas em função das métricas da trans^ 
formação.
De acordo com a Figura Al, pelo teorema de Pitãgoras , e 
fazendo uso das expressões das métricas, obtém-se
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Figura A.l - Comprimento no domínio físico
|dLç| = AÇv4^2 + y ^ 2 = /y" (A.l)
I dL I = Ariv^ x 2 + y 2 = «/oT An (A.2)
A ãrea correspondente ao plano físico ê
dS = dLr X dL 
í n
(A.3)
onde, no sistema cartesiano,
dL^ = x^AÇu^ + y^AÇv^ (A.4)
141
dL = x Anu, + y Anu_ (A.5)n n i n 2
Assim sendo a área
dS = | dS | = O ç y n ~ x^y^íAÇAn (A.6)
Como AÇAn representa a área no domínio transformado, 
e o termo entre parênteses é o inverso do Jacobiano, visto no 
Capítulo 3, deduz-se
dS = (A. 7)
Ou seja, o Jacobiano quantifica a relação entre as 
áreas nos dois domínios.
A.3 - Transformaçao da Equaçao de Conservaçao da Massa no Plano 
Transformado
É necessário, antes de mostrar esta transformação, 
procurar a relação que existe entre as componentes cartesianas 
e as componentes contravariantes.
Da Figura A. 2 se depreende facilmente que a velocidade 
contravariante U é igual ã soma dos fluxos que acarretam as ve­
locidades cartesianas u e v.
U = (uy^ - vx^) (A. 8)
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Figura A.2 - Relaçao entre as velocidades cartesianas e as con- 
travariantes.
com U = Ud (A.9)
Do mesmo modo, para a velocidade contravariante V
V = (vxç - uy^) (A.10)
V = Vd (A.11)
onde d ê a profundidade variável em cada ponto.
Vejamos agora a transformação da equação de conserva-
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ção da massa, que no sistema cartesiano ë dada por
9^ ( ud) + ^ ( vd) = 03y (A.12)
Pela regra da cadeia
«X ãT<ud) * \  ^ ( ud) + V  + \  = 0
(A.13)
Fazendo uso das Equações (3.10) e (3.11)
yn j|(ud) - yç ^(ud) - xn ^(vd) * Xç ^(vd) = 0
(A.14)
Com algumas manipulações algébricas
_3_
9Ç




-Jl(ud) + -^Cvd) *
_8_
9n





9 (Ud) 3(Vd) = 
3Ç 9n (A.16)
A.4 - Transformaçao da Equação Genérica Governante no Plano 
Transformado
A equaçao genérica, para a variável <j>, escrita no si_s 
tema cartesiano, é
+ ~  + = ÍLB: + fA 17)
3t 3x 3y 3x 3y lA.i/j
Para mostrar que ela mantém sua forma conservativa s6 
o primeiro membro da equação, é trabalhado, já que os passos pa 
ra o segundo são idênticos.
Pela regra da cadeia, e fazendo o segundo membro i- 
gual a uma variável auxiliar D, tem-se
+ |In + ffç + — n + P^ = D (A. 18)
3t 3Ç x 3n x 3Ç y 3n y
Substituindo os valores de Ç , Ç , n e n dadas pe-x y x y r




A Ê  + A l  + A Z  + = A Ê  + A§. + fô  2 1 1
3t h  9n p 9Ç + b LA J




DETERMINAÇÃO DE GRADIENTES DE PRESSÃO, COEFICIENTES E TERMOS 
FONTES PARA VOLUMES DE CONTROLE DA CONTINUIDADE NA FRONTEIRA
B.l - Introdução
Como indicado na Seção (7.4), neste Apêndice tem-se:
—  a determinação dos gradientes de pressão nos volumes de con­
trole na fronteira, necessários na equação de Poisson.
—  Os coeficientes e termos fontes da equação de Poisson para 
os volumes de controle de velocidade U na fronteira, para 
diferentes condições de contornos que se apresentam.
B.2 - Determinação dos Gradientes de Pressão nas Fronteiras
Considere-se a Figura B.l, onde se quer determinar os 
gradientes de pressão nos volumes de controle na fronteira.
Como a distribuição do perfil ê parabólica, apresen- 
tam-se os seguintes casos, segundo a fronteira:
a) Fronteiras Norte e Este.
De acordo com a Figura B.2,
P(n) = a0 + a1n + a2n2 (B.l)


















































Figura B.l - Volume de controle de fronteira onde sao avaliados 
os gradientes de pressão.
pontos indicados, chega-se a
a = AA p
d0 8 3
( B . 2)
a-^  = 2 P3 - 3 P + P 2 1 (B .3 )
a 2
P P3 1_ p + —L
2  2 2
(B .4 )
P - P
— ■) = 2 — - + i I--),. Para a fronteira Norte. (£.5) 
8n 3 2 2 9ri ±
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Figura B.2 - Perfil parabólico da pressão assumido para calcu­
lar seu gradiente nas fronteiras Norte e Este.
^  = a 
9nJf l
(B.6)
0 3P.gradiente £ e avaliado em relaçao a fronteira. Pa 
ra o gradiente da face Este ê usada a mesma Equação (B.5) com
P - P
-||) 3 = - -.~2— - + i f Para a fronteira Este.
b) Fronteira Sul e Oeste.
0 caso ê idêntico ao anterior
(B.7)
P U) = aQ + a ^  + a2Ç' (B . 8)
com
a = —  P - — P + - P  
a0 8 3 4 2 8 1
(B. 9)
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Figura B 3 - Perfil da pressão para avaliar seu gradiente nas 
fronteiras Sul e Oeste.
■2 P3 + 3 P2 (B.10)
P3 P1- p + —
2 2 2 CB.11)





Para o gradiente da face Sul
|E)S - ♦ 1 ||)f Fronteira Sul (B.14)
Atualmente, em alguns programas desenvolvidos pelo
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grupo de Simulação Numérica do Dpto.de Engenharia Mecânica da 
UFSC, estas aproximações são tomadas linearmente sem perda da 
qualidade dos resultados.
B.3 - Coeficientes e Termos Fontes da Equação de Pressão para 
Volume de Controle da Continuidade na Fronteira
Apresentam-se aqui os coeficientes e termos fontes ob 
tidos para os volumes de controle da continuidade na fronteira.
Na Seção (7.5) foram determinados os coeficientes e 
termos fontes para um elemento interno e de fronteira. O proce­
dimento para os volumes de controle da Figura (B.4) é similar, 
assumindo-se as condições de contorno indicadas.
Para as condições de contorno indicada, são os seguin 
tes os valores de coeficientes e termos fontes para os volumes 
de controle na fronteira, a serem utilizados na equação de pres^ 
são:
ELEMENTO L
A = A = A = 0 w nw sw
A , A , A permanecem inalterados em relação aos e ne se r v
coeficientes para volumes internos.
An '
,2yd Bd2 + Bd2














































Figura B.4 - Volume de controle de fronteira para a continuida­
de com condições de contorno no plano transformado.








B - V.V + K ) - K )




K = ----— (B. 18)
2Ap
152
AP^ ê gradiente de pressão avaliado no ponto da fron­
teira da face onde é calculado
ELEMENTO LT






















A = A = A = 0 n nw ne
A , A , A inalterados sw s se
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ad2 -f Bd2 Bd2
AUAP
w 4Ap w 4Ap
(B.24)
B = V .V - K ) + Kn)U e U w
(B.25)
0 Elemento T2 ê igual ao Elemento Tl, por ter veloci­
dade prescrita na fronteira.
ELEMENTO RT





















B = V.V + y w * Ky)s (B.28)
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ELEMENTO R
A„ = A = Ane se
= o
A = A = A inalterados w nw sw
A = n

















B = V.V - K ) + K..)V n V s
(B.31)
ELEMENTO RB
A = A = A 
e ne se A = Asw = 0
A inalteradosnw
A = w
ad^ 6d^ + 8d^
AUAP
w 4Ap w 4Ap n
(B.32)
A = n
yd"" 6d" + Bd^
4 n 4Ap n 4Ap w (B.33)
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B = V.V + K1T) - K )U w V n
(B.34)
ELEMENTO B2
A = A = A = 0 s sw se
A , A , A inalterado n nw ne
A = w
A =







ad2 + Bd2 Bd2
AU
P





B = V.V + Kn) - K )U w U e (B. 37)
0 Elemento BI é igual ao Elemento B2, por ter velo­
cidade prescrita na fronteira.
ELEMENTO LB
A = A  = A = A = A = 0  





ad2 + gd2 Bd2
AU
AP
e 4Ap e 4Ap
, 2 Yd Bd2 + Bd2
AV
AP





B - V.V - Ku) e - V n (B.40)
Se os elementos de saída RT, R e RB são de derivada
nula na velocidade, então o procedimento se repete, ou seja, no
balanço de massa so se deve substituir Õ = 0 , obtendo-se seus * e w
coeficientes e termos fontes.
Os coeficientes e termo fonte para o Elemento I es­
tão listados na seção 6.5.
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APÊNDICE C
DETERMINAÇÃO DE FLUXO DE CALOR, GRADIENTES DE 
TEMPERATURAS E EQUAÇÕES DE CONSERVAÇÃO DA 
ENERGIA PARA VOLUMES DE CONTROLE NAS FRONTEIRAS
C.l - Introdução
Neste Apêndice apresenta-se:
—  o calculo de fluxo de calor produzido no plano transformado, 
devido â condição de temperatura prescrita.
—  A determinação dos gradientes de temperaturas, nas faces das 
fronteiras, para volumes de controle da conservação de ener 
gia. é considerada a mesma condição parabólica estabelecida 
para a pressão, por serem coincidentes os pontos no arranjo 
da grade utilizada.
—  A determinação das equações para cada volume de controle de 
energia localizado nas fronteiras. São incorporadas as condi, 
ções de contorno de cada fronteira em seus respectivos ter­
mos fontes, que passam a ser integrantes da equação da ener­
gia.
C.2 - Determinação dos Fluxos de Calor
Os fluxos de calor são avaliados nos volumes de con­
trole da temperatura no plano x-y para o plano transformado. A
presença de uma temperatura prescrita faz com que se obtenha
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um gradiente generalizado que determinará o fluxo na face.
Segundo a Figura C.l, o valor do fluxo de calor que 
se origina é
Q = QxynAnd - Q ^ A n d (C.l)
onde o sinal negativo é produto da métrica x
Figura C.l - Volume de controle para determinar o fluxo de ca­
lor nas fronteiras Este e Oeste.
Fazendo uso da expressão do calor difusivo de Fou- 
rier, e mediante a regra da cadeia, obtém-se
9Tr , 8T — t + — n 
9Ç x 9n x
ynAnd + k 3Tr . 9T dE, y ôri^y xtiAnd (C. 2)
Através das equações para Ç , Ç , n e r] , dados nox y x y
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Capítulo 3, e de rearranjamento, encontra-se
Q = -k xe ,w
JArid Para as fronteiras 
Este e Oeste
(C.3)
Como em geral o fluxo ê





1/2 T 9T 
a J TF - a °ç> JS fï9n e ,w (C.5)
Da mesma forma é obtido o fluxo de calor para as fa­
ces Norte e Sul.
De acordo com a Figura C.2, o fluxo de calor responsa 
vel pelo transporte difusivo é
Q = -QxyçA£d + QyX^AÇd (C.6)
Retomando os passos anteriores, encontra-se
Q . = ^k xn,s
v i l  ßll
Y 9n 9Ç JAÇd Para as fronteiras (C.7) 
Norte e Sul
com
Q = -k — dLrd = -k —  /yAÇd (C.8)
’ 9n ç 9n
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Figura C.2 - Volume de controle para determinar o fluxo de ca­
lor nas fronteiras Norte e Sul
de onde resulta
AI)
n s dn ’
JY 1 /2 AZ3n n , s
(C.9)
Agora ê necessário avaliar os gradientes de temperatu 
ra nas faces dos volumes de controle para determinar o fluxo de
calor.
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C.3 - Determinaçao dos Gradientes de Temperatura nos Volumes de 
Controle na Fronteira
A partir da Figura C.3 dá-se uma listagem dos gradien 
tes de temperaturas para os volumes de controle na fronteira.
Como indicado no Capítulo 7, os gradientes para a tem 
peratura têm o mesmo comportamento dos gradientes de pressão,no 
sentido de considerar o perfil parabólico, pelo que pode-se
dispensar a repetição destas operações, indicando-se apenas os 















Figura C.3 - Volume de controle de fronteira onde sao avaliados 
os gradientes de temperaturas.
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T
j ^ + 2 - ~  Fronteira Oeste (c.10)
3 ^ 3  2 T3 + 2 T2 2 Fronteira Sul (C.11)
TST  ^ 1
g— ) j = 2" ^3 " 2 ^2 + ~2~ Fronteira Norte (C. 12)
T
|^ |)3 = f T3 _ 2 T 2 + 'T Fronteira Este (C.13)
Sendo necessário conhecer os gradientes nos pontos w, 
usa-se novamente aproximação parabólica, considerando os pon­
tos indicados na Figura C.4.
T
•|í) = - -f T + 3 T - ~  Fronteira Oeste (C. 14)3 w P 3  ^ J
T
|— ) = - -f- T + 3 T - Fronteira Sul (C. 15)
3ri w 3 w P 3 v J
T
-|^-) = -| T - 3 T + ~  Fronteira Norte (C. 16)
3n w 3 w P 3 '
T




































Figura C.4 - Volume de controle para avaliação dos gradientes 
de temperaturas, nos pontos w nas faces de fontei- 
ra.
C.4 - Equações e Termos Fontes para a Temperatura, para Volume 
de Controle nas Fronteiras
Apresentam-se aqui todas as equações para cada volume 
de controle de energia localizado na fronteira.
Tal como se trabalhou, no Capítulo 7, para volume de 
controle interno I, assim se faz para os volumes de fronteira, 







9T/ 97T = u = v = o
©
®







7 / /  / V-7~/ / 7 
QT/On- = u= v = o
Figura C.5 - Volume de controle de fronteira e condições de con 
torno para a temperatura no plano transformado, pa 
ra avaliação de equações e termos fontes.
As diferentes condições de contorno são incorporadas 
em seus respectivos termos fontes, uma vez feitos os balanço de 
calor em cada volume. Os resultados obtidos são:
ELEMENTO L
A Tn+1 AP P
. Tn+1






STT = C -^— '1 + C -^ -1 - C STT 2 3ri e 53ÇJn 5dK} s
r 3T 3T
13Ç 23n w
SS AP n 
MwTw + Jc 1+E TP
(C.19)
M = w PU d w w
(C.20)
Ap - (A e + A n *  A s + V
(C.21)
onde
T -Sg e o termo fonte devido a perda de calor difusivo
na superfície do domínio.
ELEMENTO LT
ApTp+1 = AgTg+1 + AsTg+1 + STT (C.22)
com
STT = C23nJe
C ^  
53ÇJs
r 3T r ST 
13Ç 23n w






(A + A + M ) ( ^ )  




A  T dP P
n+1
= A TÍ+1e E
A T*+1 
W W
A Tn+  ^As S + STT (C.25)
com
STT ■ C2 $ e  - C2 ^ w  - Csl|)s + J T  + T? (C -2^
P
1 +F
A = (A + A + A ) ( ^ )  (C. 2 7)P e w s  E '   ^ '
ELEMENTO RT
A Tn+1 Ap P = A TjJ+1 w W A Tn+1 As S STT (C.28)
com






A_ = (A P w A - M ) ( ^ )  s e E J (C.30)
ELEMENTO R
n+1 
A Td 1 
v P
=  ^ jn+l 
Aw W AsTS+1 + A T"+1n N + STT (C.31)
com
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AP - 'Aw + As + An - Me> < ¥ >
(C.33)
ELEMENTO RB
A Tp + 1 
P P = A C 1w W
a Tn+1 A Txt . n N + STT (C.34)
com
ST
STT = C — ) - C — ) - M T  + —  + — —  Tn fC 35)L53ÇJn 23nJw e e Jc 1+E P
P
e
Ap - (Aw ♦ An - M ) C ^ ) (C.36)
ELEMENTO B2
com
A Tp+1 = A T^+1 + A Tp+1 + A_tS+1 + STT 
p P w W e E n N (C.37)
STT = C -^ -) + C -— 1 
bLl 2 3n e 53ÇJn
C ili 
23nJw
r 9T + r 3T 
43n 53Ç





A - (A + A + A + M ) (4=£) 





A Tp + 1 = A TÜ+1 + A Tp + 1 + AnTj!+1 + STT (C. 40)p P  w W  e E  n N
STT = C2|ije * C5|T,n - c |I) ♦ (C.41)
P
com
AP * (Aw + Ae + V  ^
(C.42)
ELEMENTO LB
A Tj+1 = A T?+1 + A TJ5+1 + STT p P e E n N
(C.43)
STT = C •^-'1 + C bil L23nJe 53£Jn
C II + 
L13£
, 3T 




AP - (Ae * An + V  ' T >
(C.45)
